
Задание 10
Сложность вычислений: разрешимость, класс P

Литература:

1. Кормен Т., Лейзерсон Ч., Ривест Р., Штайн К.
Алгоритмы. Построение и анализ.
2-е изд. М.: Вильямс, 2005.

1 Машины Тьюринга и формальные языки
Под формальным языком L мы понимаем некоторое подмножество

множества всех слов над алфавитом Σ. В этой теме слова «язык» и «за-
дача» являются синонимами, поскольку речь идёт только о задачах рас-
познавания, то есть задач проверки принадлежности слова языку. То
есть задача перемножить два числа не является задачей в наших терми-
нах в рамках этого раздела.

Каждому языку мы ставим в соответствие машину Тьюринга, кото-
рая его распознаёт.

Определение 1. Детерминированная Машина Тьюринга M имеет l
лент, k головок, множество состояний Q, множество принимающих со-
стояний Acc ⊂ Q, входной алфавит Σ, функцию перехода δ : Σk × Q →
{0,+1,−1}k × Σk × Q – за такт работы машина меняет состояние, сим-
волы под каждой головкой и двигает каждую головку влево, вправо или
оставляет её неподвижной. На машину могут быть наложены ограни-
чения, например, полиномиальное время работы или полиномиальная
память по входу. Среди всех лент выделена входная лента, на которой
в начале работы машины написано входное слово x. Если машина пе-
реходит в принимающее состояние, то она останавливается и принимает
входное слово.

Будем говорить, что машина ТьюрингаM вычисляет функциюM(x),
которая равна 1, в случае если машина M на входе x останавливается
в принимающем состоянии, если машина M на входе x останавливает-
ся в не принимающем состоянии, то M(x) = 0, а если машина M не
останавливается на входе x, то функция M(x) не определена.
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M(x) =


1, M остановилась в принимающем состоянии на x;
0, M остановилась в не принимающем состоянии на x;
↑, M не остановилась, функция не определена на x.

Машина M принимает язык L, если она принимает каждое слово из
языка L, если машина M принимает язык L и к тому же все слова, при-
нимаемые машинойM , лежат в языке L, то будем говорить, что машина
M распознаёт L. Язык, распознаваемый машиной M будем обозначать
L(M).

Замечание 1. Определение языка, распознаваемого машиной Тьюринга,
при беглом взгляде кажется естественным, но на самом деле оно весь-
ма коварно. На слова не из L ограничений не накладывается, поэтому
на них машина M может и не останавливаться вовсе.

Языки, распознаваемые машинами Тьюринга, называются (рекурсивно-
)перечислимыми языками или распознаваемыми языками.

Будем говорить, что машина Тьюринга M разрешает язык L, если
она останавливается на всех входах и распознаёт язык L.

Языки разрешимые машинами Тьюринга образуют класс рекурсив-
ных языков, также называемыми разрешимыми.

Если не оговорено противного, мы будем считать, что машина Тью-
ринга M имеет одну ленту и одну головку.

Поскольку машины Тьюринга имеют конечное описание, то их описа-
ние можно закодировать. Будем обозначать Mα машину Тьюринга, опи-
сание которой закодирована строкой α. Мы можем просто занумеровать
все возможные описания машин Тьюринга и считать, что α – натураль-
ное число. Если же это неудобно, мы можем считать, что α есть просто
строка, содержащая описание машины Тьюринга, и если описание некор-
ректно, то будем считать, что Mα – машина Тьюринга, распознающая
пустой язык.

Из возможности кодирования описаний машин Тьюринга следует, что
существует машина Тьюринга, которая получает на вход описание α и
вход x и проделывает работу машины Mα на входе x. Такую машину
Тьюринга будем называть универсальной и обозначать UM .
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2 Разрешимые и неразрешимые задачи
Прежде чем говорить о сложности задачи надо доказать, что она

разрешима. Это далеко не всегда так даже в очень естественных случаях.

Пример 1. Пусть язык L лежит в классе CFL. Проверка условия L ?
= Σ∗

– неразрешимая задача.

Одна из самых распространённых неразрешимых задач – проблема
останова. Под проблемой останова понимается язык HALT состоящий из
описаний всех машин Тьюринга, останавливающихся на пустом входе.

Пример 2.
HALT = {α |Mα(ε) = 1}

Упражнение 1. Докажите что язык HALT является неразрешимым.
Если доказать самостоятельно не получается, обратитесь к литературе.

Язык L называется перечислимым, если существует такая МТ M ,
которая выводит все слова из языка. МТ M может вообще говоря нико-
гда не остановится, но если слово w лежит в L, то машина M должна
вывести w через некоторое, быть может очень большое, число тактов.

Упражнение 2. Докажите, что данное здесь определение перечисли-
мого языка согласовано с данным выше определением.

Упражнение 3. Докажите, что язык HALT является перечислимым.

Упражнение 4. Докажите, что язык L является разрешимым тогда и
только тогда, когда языки L и L̄ перечислимы.

Следующая задача была обсуждена на семинаре, но у меня закралось
подозрение в том, что многие ничего не поняли, но смолчали. Посему
задача переходит на дом.

Задача 1. Докажите, что язык, состоящий из описаний МТ, не останав-
ливающихся на некотором входе через более чем 2015 шагов неразрешим.

Задача 2. Является ли разрешимым язык, состоящий из описаний МТ,
которые делают меньше 2015 шагов при обработке каждого входного
слова?
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3 Класс P

Нас будет интересовать классификация языков. Под классом языков
понимается некоторое множество языков. Как правило, классы языков
задают ограничениями на модели вычислений, которые распознают язы-
ки из данного класса.

Если детерминированная машина Тьюринга M распознаёт L, при-
чём для каждого слова x из L она делает не более чем O(nc) тактов,
то язык L лежит в классе DTIME(O(nc)). Такую машину Тьюринга мы
будем называть детерминированной полиномиальной или просто поли-
номиальной.

Задача 3. На семинаре я дал определение, в котором требовал останов-
ки полиномиальной МТ на любом входе за полиномиальное число шагов.
Докажите, что данное здесь определение эквивалентно определению с
семинара. То есть, необходимо доказать, что множество языков, распо-
знаваемых полиномиальными в этих двух смыслах машинами Тьюринга
совпадают.

Класс P состоит из объединения всех языков, лежащих в DTIME(O(nc)),
то есть

P =
⋃
c>0

DTIME(O(nc))

Задача 4† . Покажите, что в определении класса P неважно сколько
лент и головок у машины Тьюринга M . То есть, если язык L распозна-
ётся за полиномиальное время машиной Тьюринга M с k лентами и l
головками, то он распознаётся и некоторой машиной M ′ с одной лентой
и одной головкой.

4 Задачи на повторение

Задача 5. Найдите все неточности в следующем утверждении (возмож-
но, их там и нет).

Некто доказал теорему, что любой алгоритм проверки n-битового
числа на простоту требует Ω(n2) операций.
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Значит ли это, что существует такая (абсолютная) константа c > 0,
что любой алгоритм A проверки простоты будет для всех n > N(A)
(число N(A) зависит от алгоритма A) проверять простоту произвольного
n-битового числа, используя не менее cn2-операций?

5 Домашнее задание
Задачи из канонического задания № 12-15, задачи № 1-3, 5 из данного

текста.
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