
ÀËÃÎÐÈÒÌÛ È ÌÎÄÅËÈ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß

Âàñ æäóò äâå (èëè òðè) êóðñîâûå êîíòðîëü-
íûå. Îíè áóäóò ïðîõîäèòü, ñîîòâåòñòâåííî, 20.03
(midterm), 15.05 (�nal) è 22.05 (óòåøèòåëüíàÿ) â
Á.Õèì. è Àêò.çàëå ñ 13:55 � 17:05.

Îáÿçàííîñòè ñòîðîí è ïðàâèëà àòòåñòàöèè (ïðîòîêîë)

1. Â íàøåì êóðñå ïîääåðæèâàåòñÿ ðåæèì ñâîáîäíîãî
ïåðåõîäà. Îáÿçàòåëüíûì óñëîâèåì ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ ñî-
ãëàñèå ïðèíèìàþùåé ñòîðîíû. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ïå-
ðåõîäà íóæíî íàïèñàòü çàÿâëåíèå, ïîäïèñàòü ó îáîèõ ñå-
ìèíàðèñòîâ è îòíåñòè åãî íà êàôåäðó. Ïðîöåññ äîëæåí
çàâåðøèòñÿ â òå÷åíèå òðåõ íåäåëü.

2. Ïðîòîêîë ïîëó÷åíèÿ îöåíêè áëèçîê ê ïðîòîêîëó, èñ-
ïîëüçîâàííîìó íà ÒÐßÏ è ñîñòîèò èç äâóõ ïóíêòîâ.
(i) Ñòóäåíò, ïîëó÷èâøèé ïîëîæèòåëüíóþ îöåíêó ïî

îáåèì êóðñîâûì êîíòðîëüíûì è (óñëîâíî) �ñäàâøèé
çàäàíèå��- ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåìèíàðèñò ïîëîæèòåëüíî
îöåíèâàåò âàøó ðàáîòó â ñåìåñòðå (ó êàæäîãî ñåìèíàðè-
ñòà ìîãóò áûòü ñâîè êðèòåðèè, ñì. íèæå) � èìååò ïðàâî
ïîëó÷èòü çà÷åòíóþ îöåíêó, ðàâíóþ max( ïîëóñóììà êóð-
ñîâûõ êîíòðîëüíûõ, îöåíêà ñåìèíàðèñòà).
Äëÿ ýòîé êàòåãîðèè ñòóäåíòîâ ïîâûøåíèå îöåíêè âû-

øå ïðîòîêîëüíîé âîçìîæíî, åñëè ýòî äîïóñêàåò âàø ñå-
ìèíàðèñò. Åñëè âàø ñåìèíàðèñò ñ÷èòàåò, ÷òî âàøà îöåí-
êà çàñëóæåííàÿ, à âû íå ñîãëàñíû ñ ýòèì, òî ýòîò âîïðîñ
ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí â ïðèñóòñòâèè âñåõ çàèíòåðåñî-
âàííûõ ñòîðîí êîìèññèåé.

(ii) Ñòóäåíò, ïîëó÷èâøèé õîòÿ áû îäíó íåóäîâëåòâî-
ðèòåëüíóþ îöåíêó íà êóðñîâûõ êîíòðîëüíûõ èëè ïðîïó-
ñòèâøèé îäíó èç íèõ (äàæå ïî óâàæèòåëüíîé ïðè-
÷èíå), îáÿçàí ïèñàòü óòåøèòåëüíóþ êîíòðîëüíóþ, êîòî-
ðàÿ ìîæåò áûòü äîïîëíåíà óñòíûì îïðîñîì.
(ii) -à. Åñëè óòåøèòåëüíàÿ êîíòðîëüíàÿ íàïèñàíà íà

ïîëîæèòåëüíóþ îöåíêó, òî âîïðîñ î çà÷åòå ïåðåäàåòñÿ ñå-
ìèíàðèñòó. È òàêæå, åñëè âû íàñòàèâàåòå, ÷òî âàøà ðàáî-
òà íåäîîöåíåíà (èëè ïåðåîöåíåíà), òî ýòîò âîïðîñ ìîæåò
áûòü ðàññìîòðåí â ïðèñóòñòâèè âñåõ çàèíòåðåñîâàííûõ
ñòîðîí êîìèññèåé.
(ii)-á. Åñëè óòåøèòåëüíàÿ êîíòðîëüíàÿ íå íàïèñàíà íà

ïîëîæèòåëüíóþ îöåíêó, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ çà÷åòíîé îöåí-
êè íóæíî ñëåäèòü çà ãðàôèêîì ïåðåñäà÷ (è ïðîöåññ ïðî-
äîëæàåòñÿ).

3. Èäóùåå íèæå çàäàíèå ÿâëÿåòñÿ îôèöèàëüíûì. Â
÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âîçíèêíîâåíèè êàêèõ-
òî êîëëèçèé (íàïðèìåð, ïðè íåçà÷åòàõ è/èëè ñòðåìëåíèè
ïîâûñèòü îöåíêó, ïîëó÷åííóþ ïî ïðîòîêîëó è ò.ä.) ëè÷íî
ÿ áóäó èñõîäèòü èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ñòóäåíòû ïðåä-
ñòàâëÿþò ñåáå, êàê ðåøàòü çàäà÷è èç ýòîãî çàäàíèÿ.
Êàæäûé ñåìèíàðèñò èìååò ïðàâî âíîñèòü â íåãî íåîá-

õîäèìûå èçìåíåíèÿ. Êðîìå òîãî, â êîíöå êóðñà ñåìèíàðè-
ñòû áóäóò îöåíèâàòü ðàáîòó ñòóäåíòîâ. Ýòà îöåíêà ìîæåò
âåñüìà ñóùåñòâåííî ñêàçàòüñÿ íà çà÷åòíîé îöåíêå.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ ÊÓÐÑÀ

Ïðèâîäèì ïîíåäåëüíûé ïëàí íàøèõ çàíÿòèé.
Â òå÷åíèå ïåðâûõ äâóõ íåäåëü ìû ïîâòîðèì

ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå àëãîðèòìà è ñâÿçàííûå

ïîíÿòèÿ. Ïàðàëëåëüíî áóäóò ðàçîáðàíû ðàçëè÷-
íûå àëãîðèòìû. Ïðè ýòîì îñíîâíîå âíèìàíèå áó-
äåò óäåëÿòüñÿ ïðîâåðêå êîððåêòíîñòè êîíêðåò-
íûõ ïðîöåäóð è îöåíêå èõ ñëîæíîñòè. Â ñâÿçè ñ
ïîñëåäíèì ìû ðàçáåðåì íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå
ïðèåìû ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê.

1. Òåìû 1-é íåäåëè 6.02-12.02. 1 ëåêöèÿ.

Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå àëãîðèòìà. Åìêîñòíàÿ è
âðåì�åííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà. Ðàçëè÷íûå îïðåäåëå-
íèÿ ñëîæíîñòè àëãîðèòìà. Ýôôåêòèâíûå (ïîëèíîìèàëü-
íûå àëãîðèòìû). Ïðèìåðû àëãîðèòìîâ è èëëþñòðàöèÿ
ïðèíöèïîâ ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ: ïðîâåðêà ïðîñòîòû
è ôàêòîðèçàöèÿ ÷èñåë; ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì; Ëèíåéíûé
àëãîðèòì ïîèñêà ìåäèàíû.

Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè. Íîòàöèÿ: O(·), o(·), Ω(·),
ω(·), Θ(·).
2. Òåìû 2-é íåäåëè 13.02-19.02. 2-ÿ ëåêöèÿ.

Ìîäåëè âû÷èñëåíèé. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå àëãî-
ðèòìà. Ðàçðåøèìûå è ïåðå÷èñëèìûå ÿçûêè1 Òåîðåìà î
ëèíåéíîì óñêîðåíèè. Òåîðåìû î âðåì�åííîé è åìêîñòíîé
èåðàðõèè (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîñò-
íûõ êëàññîâ (P,NP,PSPACE).
Ïðèìåðû àëãîðèòìîâ è èëëþñòðàöèÿ ïðèíöèïîâ ðàç-

ðàáîòêè àëãîðèòìîâ: àëãîðèòì Åâêëèäà; èíäèéñêîå âîç-
âåäåíèå â ñòåïåíü; îäíîâðåìåííîå âû÷èñëåíèå ìàêñè-
ìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòîâ â ìàññèâå; ïîèñê
áëèæàéøåé ïàðû òî÷åê; áûñòðîå óìíîæåíèå ÷èñåë è ìàò-
ðèö: (àëãîðèòìû Êàðàöóáû è Øòðàññåíà).

Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè. Íîòàöèÿ: O(·), o(·), Ω(·),
ω(·), Θ(·). Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ðåêóððåíòíûõ îöåíêàõ
(íàõîæäåíèå àñèìïòîòèêè ðåêóððåíòíîñòè âèäà T (n) =
aT (nb ) + f(n)). Äåðåâî ðåêóðñèè. Ëèíåéíûé âåðîÿòíîñò-
íûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìåäèàíû. Ðåøåíèå ëèíåéíûõ
ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé.

Ñëåäóþùèå ÷åòûðå ëåêöèè áóäóò ïîñâÿùåíû
òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé, à áîëåå êîíêðåò-
íî, òåîðèè NP -ïîëíîòû è ñâÿçàííûì ïîíÿòèÿì.
Ïî îêîí÷àíèè áóäåò ïðîâåäåí ïðîìåæóòî÷íûé
êóðñîâîé òåñò â ïîíåäåëüíèê 20.03 c 13:55 ïî 17:05
â Àêòîâîì çàëå è Á. Õèì).

Êðîìå òîãî, ëåêöèÿ â ñóááîòó 25.02 áóäåò
ïåðåíåñåíà íà ïîíåäåëüíèê 27.02 10:45�12:10 â
110ÊÏÌ. Ñåìèíàð â ãðóïïå 577 áóäåò ïåðåíåñåí
íà ïîíåäåëüíèê 12:20�13:55 â 432 ÃÊ.

4. Òåìû 3�4 íåäåëü 20.02-5.03. 3-ÿ ëåêöèÿ ïðîé-
äåò â ïîíåäåëüíèê 27.02 10:45�12:10 â 110ÊÏÌ

Êëàññ P. Ïðèìåðû ÿçûêîâ èç P: ïðèíàäëåæíîñòü
ñëîâà ðåãóëÿðíîìó ÿçûêó; ïðèíàäëåæíîñòü ñëîâà ÊÑ-
ÿçûêó; ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ïîëèíîìèàëüíàÿ
ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà Ãàóññà). Êëàññû NP è co-NP. Ïðèìå-
ðû ÿçûêîâ èç NP: âûïîëíèìîñòü, ïðîñòûå ÷èñëà; ïåðåñå-
÷åíèå ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ, çàäàííûõ êîíå÷íûìè àâòîìà-
òàìè; íåïëàíàðíûå ãðàôû.

5. Òåìû 4�5 íåäåëü 27.02-1.03 4�5 ëåêöèè.

1Ïîâòîðåíèå òîãî, ÷òî âû èçó÷àëè â êóðñå ÒÔÑ òðè ìåñÿöà íà-
çàä. Èñõîäÿ èç ñòàáèëüíîãî ïðîøëîãî îïûòà, äëÿ ìíîãèõ ýòà òåìà
îêàæåòñÿ ñîâñåì íå ïîâòîðåíèåì, à, åñëè òàê óìåñòíî âûðàçèòüñÿ,
îòêðîâåíèåì.



Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü. Ñâîäèìîñòü ïî Êàðïó
è ïî Êóêó (ïî Òüþðèíãó). Òåîðåìà Êóêà-Ëåâèíà. Ïðè-
ìåðû ïîëèíîìèàëüíî ïîëíûõ ÿçûêîâ: âûïîëíèìîñòü;
ïðîòûêàþùåå ìíîæåñòâî; ìàêñèìàëüíîå 2-ñî÷åòàíèå; 3-
ñî÷åòàíèå; âåðøèííîå ïîêðûòèå; êëèêà; õðîìàòè÷åñêîå
÷èñëî; ãàìèëüòîíîâ öèêë; ðþêçàê; ðàçáèåíèå; ìàêñèìàëü-
íûé ðàçðåç; N[ot]A[ll]E[qual]-âûïîëíèìîñòü.

Êëàññ PSPACE . Òåîðåìà Ñàâè÷à (áåç äîêàçàòåëüñòâà).
Ïîëíûå ÿçûêè â PSPACE : èñòèííîñòü áóëåâñêîé ôîðìó-
ëû ñ êâàíòîðàìè; ýêâèâàëåíòíîñòü êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.

6. Òåìû 6-é íåäåëè 13.03-20.03. 6-ÿ ëåêöèÿ.

Òåîðèÿ NP -ïîëíîòû.

×èñëîâûå àëãîðèòìû2. Îáîáùåííûé àëãîðèòì Åâêëè-
äà. Ðåøåíèå ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé. Ìîäóëü-
íàÿ àðèôìåòèêà. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ. Ôóíê-
öèÿ Ýéëåðà. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè. Êîëüöà Zn, â êîòî-
ðûõ ñóùåñòâóþò ïåðâîîáðàçíûå êîðíè. Èíäåêñû (äèñ-
êðåòíûå ëîãàðèôìû). Êîäèðîâàíèå ñ îòêðûòûì êëþ÷îì.
Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû. Ñõåìû RSA øèôðîâàíèÿ è öèô-
ðîâîé ïîäïèñè, äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå. Ïðîòî-
êîë Äèôôè-Õåëìàíà.

Â ïîíåäåëüíèê 20.03 ñ 13:55�17:05 â Àêòîâîì
çàëå è Áîëüøîé õèìè÷åñêîé ïðîéäåò ïåðâàÿ êóð-
ñîâàÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ïî òåìàì 1�6. ßâêà íà
íåå îáÿçàòåëüíà.

Ïî ïðîòîêîëó ñòóäåíòû, ïîëó÷èâøèå
íåóäîâëåòâîðèòåëüíóþ îöåíêó íà ïåðâîé
èëè âòîðîé êîíòðîëüíîé, íå ìîãóò áûòü
àòòåñòîâàíû áåç ïîëó÷åíèÿ ïîëîæèòåëü-
íîé îöåíêè íà ïîñëåäóþùèõ êîíòðîëüíûõ
(êàê ýòî ïðîèñõîäèò íà ÒÐßÏ). Ê ýòîé
ãðóïïå îòíîñÿòñÿ è ñòóäåíòû, ïðîïóñòèâ-
øèå êîíòðîëüíóþ äàæå ïî óâàæèòåëüíîé
ïðè÷èíå.

7. Òåìû 7-é íåäåëè 20.03-26.03. 7 ëåêöèÿ.

Ñòðóêòóðû äàííûõ. Ñòåê è î÷åðåäü. Äâîè÷íàÿ êó-
÷à (ïèðàìèäà). Äâîè÷íîå äåðåâî ïîèñêà è åãî ñáàëàíñè-
ðîâàííûå âàðèàöèè. Àìîðòèçàöèîííûé àíàëèç. Ñòðóê-
òóðà �union-�nd� äëÿ õðàíåíèÿ ñèñòåìû íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ìíîæåñòâ. Õåø-òàáëèöû. Ðàçðåøåíèå êîëëèçèé ñ
ïîìîùüþ öåïî÷åê. Õåø-ôóíêöèè (äåëåíèå ñ îñòàòêîì,
óìíîæåíèå). Óíèâåðñàëüíûå è k-óíèâåðñàëüíûå õåø-
ôóíêöèè.

8. Òåìû 8-é íåäåëè 27.03-2.04 8-ÿ ëåêöèÿ.

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÄÏÔ); àëãîðèòì
áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ); ïåðåìíîæåíèå
ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîìîùüþ ÁÏÔ. Ïîèñê ïîäñòðîê. Èñïîëü-
çîâàíèå ÁÏÔ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçöîâ. Öèðêóëÿíòû.
Ðåøåíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ öèðêóëÿíòíûìè ìàòðè-
öàìè.

9. Òåìû 9-é íåäåëè 3.04-9.04. 9-ÿ ëåêöèÿ.

Àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè: �ïóçûðåê, �áûñòðàÿ ñîðòèðîâ-
êà (quicksort); ñîðòèðîâêà ñ ïîìîùüþ êó÷è (heapsort);
ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì (mergesort). Àíàëèç òðóäîåìêîñòè
àëãîðèòìà quicksort ïî íàèõóäøåìó ñëó÷àþ è â ñðåäíåì.

2Ôîðìàëüíî ïîâòîðÿþòñÿ òåìû âòîðîãî ñåìåñòðà (çà âîçìîæ-
íûì èñêëþ÷åíèåì àëãîðèòìà RSA.

Óñòîé÷èâîñòü àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè. Öèôðîâàÿ ñîðòè-
ðîâêà. Ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè. Íèæíèå îöåíêè â ìîäåëè
ðàçðåøàþùèõ äåðåâüåâ.

10. Òåìû 10-é íåäåëè è 11-é íåäåëè 10.04-23.04.
10�11-ÿ ëåêöèè.

Ïîòîêè è ðàçðåçû â ñåòè. Òåîðåìà î ìàêñèìàëüíîì ïî-
òîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå. Ïîíÿòèå îñòàòî÷íîãî ãðàôà
è óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè. Ìåòîä Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà è ìèíèìàëüíîãî ðàç-
ðåçà. Îáîáùåíèÿ ïîòîêîâîé ñåòè (ïðîïóñêíûå ñïîñîáíî-
ñòè óçëîâ è ïð.). çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ïàðîñî÷åòàíèè
â äâóäîëüíîì ãðàôå. Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè. Òåî-
ðåìà äâîéñòâåííîñòè. Çàäà÷à íàçíà÷åíèè.

11. Òåìû 11-é � 12-é íåäåëü 17.04-30.04. 11�12-ÿ
ëåêöèè.

Àëãîðèòìû íà ãðàôàõ: ïîèñê â øèðèíó; ïîèñê â ãëóáè-
íó; îïðåäåëåíèå äâóñâÿçíûõ è/èëè ñèëüíîñâÿçíûõ êîì-
ïîíåíò; òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà. Îñòîâíûå äåðåâüÿ:
àëãîðèòìû Ïðèìà è Êðàñêàëà. Êðàò÷àéøèå ïóòè: àëãî-
ðèòìû Äåéêñòðû, Ôëîéäà, Áåëëìàíà�Ôîðäà. Ïàðîñî÷å-
òàíèÿ.
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ëåíèå ìåäèàíû ìàññèâà; ïðîâåðêà ïîëèíîìèàëüíûõ òîæ-
äåñòâ; ïîèñê ïàðîñî÷åòàíèé â ãðàôàõ; àëãîðèòì Êàðãå-
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ìà Øâàðöà�Çèïïåëÿ. Äåðàíäîìèçàöèÿ.

14. Òåìà 14-é íåäåëè 8.05-14.05. 14-ÿ ëåêöèÿ.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ ïåðåáîðíûõ çàäà÷: äèíàìè÷åñêîå
ïðîãðàììèðîâàíèå, øêàëèðîâàíèå, âåòâè è ãðàíèöû,
ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû äëÿ çàäà÷è ìàêñèìàëüíîãî
ðàçðåçà. ε-îïòèìàëüíàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è î
ðþêçàêå.
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Óòåøèòåëüíàÿ êîíòðîëüíàÿ â ïîíåäåëüíèê
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Çàäàíèå íà ïåðâûå øåñòü íåäåëü

Çàäàíèå ñîñòîèò èç ñïèñêà íåäåëüíûõ çàäàíèé
(óêàçàíû äàòû îáñóæäåíèÿ íà ñåìèíàðàõ è/èëè
ñäà÷è ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷). Êàæäîå íåäåëü-
íîå çàäàíèå ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ-ïÿòè îáÿçàòåëü-
íûõ çàäà÷ è îäíîé-äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ çàäà÷
(äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è âûäåëåíû áóêâîé ¾Ä¿).
Ðåøåíèå äîïîëíèòåëüíûõ çàäà÷ íå îáÿçàòåëüíî,
íî ìîæåò áûòü ïîëåçíî ñòóäåíòàì, ïðåòåíäóþùèì
íà áîëåå âûñîêóþ îöåíêó.

Îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü f(n) è g(n) � íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè.

• f(n) = O(g(n)) îçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäîê ðîñòà g ïðè n → ∞ íå
ìåíüøå ïîðÿäêà ðîñòà f , ò. å. ∃c > 0| ïðè n > n0 f(n) ≤ cg(n);

• f(n) = Ω(g(n))⇔ g(n) = O(f(n)) (ïîðÿäîê ðîñòà f íå ìåíüøå
ïîðÿäêà ðîñòà g);

• f(n) = (g(n)), åñëè limn→∞
f(n)
g(n)

= 0 (f èìååò ìåíüøèé ïîðÿ-

äîê ðîñòà, ÷åì g);

• f(n) = ω(g(n)) ⇔ g(n) = o(f(n)) (g èìååò ìåíüøèé ïîðÿäîê
ðîñòà, ÷åì f);

• f(n) = Θ(g(n)), åñëè f(n) = O(g(n)) è f(n) = Ω(g(n)) (ïîðÿä-
êè ðîñòà f è g îäèíàêîâû).

Ïî îïðåäåëåíèþ, log∗M = min{k | log log . . . logM︸ ︷︷ ︸
k ðàç

≤ 1}.

bac îáîçíà÷àåò íàèáîëüøåå öåëîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå ÷èñëî a
dae îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå öåëîå, ïðåâîñõîäÿùåå a
Íåîáõîäèìî çíàòü êàêîé-íèáóäü âûâîä ôîðìóëû Ñòèðëèíãà n! ∼√

2πn(n
e

)n è ñóììû ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà
∑
i=1 n

1
i

= lnn + γ, ãäå

gamma = 0.57721 . . . � ýòî òàê íàçûâàåìàÿ êîíñòàíòà Ýéëåðà. Êðî-

ìå òîãî, íóæíî çíàòü, ÷òî òàêîå ÷èñëà Êàòàëàíà cn = 1
n+1

(2n
n

)
(cn

èìååò ìíîæåñòâî êîìáèíàòîðíûõ èíòåðïðåòàöèé, íàïðèìåð, ðàâ-

íî ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûõ ñêîáî÷íûõ âûðàæåíèé èëè ïóòåé Äèêà

äëèíû 2n) è âûðàæåíèå äëÿ èõ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè D(t)
def
=∑∞

n=0 cnx
n = 1−

√
1−4x

2x
.

Çàäàíèå íà ïåðâóþ íåäåëþ: 06.02�12.02 [0.1]
Ïðèìåðû àëãîðèòìîâ. Îöåíêè

Ðàçäåë 1�2 ïðîãðàììû
Ëèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1, Ââåäåíèå. Ãëàâà 1]

[Êîðìåí 3, Ãëàâû 1�3], [ÄÏÂ. Ãë. 1�2]

Èíôîðìàöèÿ äëÿ ìîèõ ñòóäåíòîâ. Ïîñëå çàäà-
íèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñòîèò ïðîõîäíîé áàëë.
Ïîñëå êàæäîé çàäà÷è � åå ñòîèìîñòü.

Çàäà÷à 1. (0.04). Äàí ìàññèâ èç n ýëåìåíòîâ, íà êî-

òîðûõ îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ðàâåíñòâà (íàïðèìåð, ðå÷ü
ìîæåò èäòè î ìàññèâå êàðòèíîê èëè ìóçûêàëüíûõ çàïè-
ñåé). Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, êîòîðûé â �ïîòîêîâîì ðåæèìå
îáðàáîòêè äàííûõ�3 îïðåäåëÿåò, åñòü ëè â ìàññèâå ýëå-
ìåíò, ïîâòîðÿþùèéñÿ áîëüøå n

2 ðàç. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â âà-
øåì ðàñïîðÿæåíèè åñòü ïàìÿòü îáúåìîì O(log n) áèòîâ.
Çàìå÷àíèå. Ìû åùå âåðíåìñÿ ê ýòîé çàäà÷å. Ýòà ñåí-

òåíöèÿ çäåñü è äàëåå îçíà÷àåò, ÷òî òåìàòèêà ýòîé çà-
äà÷è ëþáîïûòíà è áóäåò âûäåëåíà â îòäåëüíûé ñþæåò
(íî, âîçìîæíî, îí áóäåò èçëîæåí â çàäà÷àõ ñ ïîìåòêîé
�Ä� èç-çà íåäîñòàòêà âðåìåíè).

Çàäà÷à 2. (2× 0.01). Äàíî îïèñàíèå ïðîãðàììû.

• ÂÕÎÄ(x, y� íàòóðàëüíûå ÷èñëà).

• Ïóñòü 2dx� ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü 2, äåëÿùàÿ x; dy� îïðåäå-
ëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

• Ïîëîæèì a = x2−dx , b = y2−dy .

• Ïîìåíÿòü ìåñòàìè b è a, åñëè b < a.

• ÏÎÊÀ b > 1 ÂÛÏÎËÍÈÒÜ

• Ïîëîæèì r ðàâíûì òîìó èç ÷èñåë a+b, a−b, êîòîðîå äåëèòñÿ
íà 4.

• Ïîëîæèì a = max(b, r2−dr ), b = min(b, r2−dr ), ãäå 2dr� ìàê-
ñèìàëüíàÿ ñòåïåíü 2, äåëÿùàÿ r.

• ÊÎÍÅÖ ÖÈÊËÀ ÏÎÊÀ

• ÂÛÕÎÄ(a2min(dx,dy)).

3Ïîòî÷íûé àëãîðèòì (àíãë. streaming algorithm èëè on-line
algorithm) � àëãîðèòì äëÿ îáðàáîòêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàííûõ
â îäèí èëè ìàëîå ÷èñëî ïðîõîäîâ. Â ýòîé çàäà÷å ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ
ðîâíî äâà ïðîõîäà.
Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ è åùå áîëåå æåñòêèå äèñöèïëè-

íû, íàïðèìåð, àëãîðèòìû �â ðåàëüíîì âðåìåíè�, êîãäà ðåçóëüòàò
íà÷èíàåò ïå÷àòàòüñÿ ñ êîíñòàíòíîé çàäåðæêîé, êîòîðàÿ íå çàâè-
ñèò îò äëèíû âõîäà. Íàïðèìåð, òàê ôàêòè÷åñêè èçíà÷àëüíî ñòðîè-
ëèñü ñõåìû óìíîæåíèÿ áèòîâûõ ÷èñåë (ñòàðøèå áèòû âûäàâàëèñü
äî òîãî, êàê áûëè ñ÷èòàíû îáà îïåðàíäà). Ýòà èäåîëîãèÿ îêàçà-
ëà ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà àðõèòåêòóðó ò. í. ñóïåðêîìïüþòåðîâ,
ïðè÷åì, êàê ýòî ÷àñòî áûâàåò â èñòîðèè, íåêîòîðûå âûäàþùèåñÿ
ïåðñîíàæè, íàïðèìåð, Seymour Cray, îáÿçàòåëüíî ïîñìîòðèòå, êòî
ýòî òàêîé, ñåé÷àñ áåçâðåìåííî çàáûòû, õîòÿ èõ âêëàä â èíôîðìà-
òèêó âîîáùå íå ïîääàåòñÿ íèêàêîìó èçìåðåíèþ.



(i) Ïðîãðàììà, åñëè â íåé èñïðàâèòü íåòî÷íîñòè, âû-
÷èñëÿåò èçâåñòíóþ ôóíêöèþ. ×òî ýòà çà ôóíêöèÿ?
(ii) Îöåíèòå òðóäîåìêîñòü (ñêîððåêòèðîâàííîé) ïðî-

öåäóðû (÷èñëî ïðîèçâîäèìûõ áèòîâûõ îïåðàöèé), åñëè
x, y � n-áèòîâûå ÷ìñëà.

Çàäà÷à 3. (0.02). Íóæíî îòñîðòèðîâàòü ìàññèâ n ÷èñåë,

ðàçìåð êîòîðîãî ïðåâûøàåò ðàçìåð îïåðàòèâíîé ïàìÿòè
êîìïüþòåðà â k ðàç. Ïðåäëîæèòå êàê ìîæíî áîëåå áûñò-
ðóþ ïðîöåäóðó è îöåíèòå åå òðóäîåìêîñòü.
Çàìå÷àíèå 1. Àäàïòèðóéòå äëÿ ýòîé çàäà÷è ñîðòè-

ðîâêó ñëèÿíèåì ñ ó÷åòîì âñïîìîãàòåëüíîé ïàìÿòè, êî-
òîðûé òðåáóåò ýòîò àëãîðèòì.
Çàìå÷àíèå 2. Íóæíî çàïèñàòü îòñîðòèðîâàííûé

ìàññèâ âî âíåøíþþ ïàìÿòü, èñïîëüçóÿ êàê ìîæíî
ìåíüøå ïîïàðíûõ ñðàâíåíèé, êîòîðûå ìîæíî ïðîâî-
äèòü òîëüêî â (áûñòðîé) îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.
Ìû åùå âåðíåìñÿ ê ýòîé çàäà÷å è ïîïðîáóåì îöåíèòü

åå òðóäîåìêîñòü ñíèçó.
Íà ñàìîì äåëå, äàæå íåáîëüøèå è âïîëíå îïðàâäàííûå

ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé
óòî÷íåíèÿ ýòîé çàäà÷è, íàïðèìåð, ôîðìàëèçàöèÿ îáðà-
ùåíèÿ ê áûñòðîé è ìåäëåííîé ïàìÿòè, ìîæåò ïîòðå-
áîâàòü çíà÷èòåëüíî áîëüøå óñèëèé, ÷åì êàæåòñÿ íà
ïåðâûé âçãëÿä. Åñëè êîãî-òî ýòîò âîïðîñ çàèíòåðåñó-
åò, òî ìîæíî ïîðåêîìåäîâàòü îçíàêîìèòüñÿ ñ ãëàâîé
5 òðåòüåãî òîìà ìîíîãðàôèè Ä. Êíóòà [Êíóò-3].

Çàäà÷à 4. (3×0.02). Íà âõîä ïîäàåòñÿ îïèñàíèÿ n ñîáû-

òèé â ôîðìàòå (s, f) � âðåìÿ íà÷àëà è âðåìÿ îêîí÷àíèÿ.
Òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå äëÿ ÷åëîâåêà, êîòîðûé
õî÷åò ïðèíÿòü ó÷àñòèå â ìàêñèìàëüíîì êîëè÷åñòâå ñî-
áûòèé. Íàïðèìåð, ñîáûòèÿ ýòî äîêëàäû íà êîíôåðåöèè
èëè êèíîñåàíñû íà ôåñòèâàëå, êîòîðûå ïðîõîäÿò â ðàç-
íûõ àóäèòîðèÿõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó÷àñòâîâàòü ìîæíî
òîëüêî ñ íà÷àëà ñîáûòèÿ è äî êîíöà. Ðàññìîòðèì òðè
æàäíûõ àëãîðèòìà.

1. Âûáåðåì ñîáûòèå êðàò÷àéøåé äëèòåëüíîñòè, äîáà-
âèì åãî â ðàñïèñàíèå, èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ
ñîáûòèÿ, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ âûáðàííûì. Ïðîäîëæèì
äåëàòü òî æå ñàìîå äàëåå.

2. Âûáåðåì ñîáûòèå, íàñòóïàþùåå ðàíüøå âñåõ, äîáà-
âèì åãî â ðàñïèñàíèå, èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ ñî-
áûòèÿ, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ âûáðàííûì. Ïðîäîëæèì
äåëàòü òî æå ñàìîå äàëåå.

3. Âûáåðåì ñîáûòèå, çàâåðøàþùååñÿ ðàíüøå âñåõ, äî-
áàâèì åãî â ðàñïèñàíèå, èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ
ñîáûòèÿ, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ âûáðàííûì. Ïðîäîëæèì
äåëàòü òî æå ñàìîå äàëåå.

Êàêîé àëãîðèòì âû âûáåðåòå? Â êà÷åñòâå îáîñíîâàíèÿ
äëÿ êàæäîé ïðîöåäóðû ïðîâåðüòå, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îï-
òèìàëüíîé (ò. å. ãàðàíòèðóåò ó÷àñòèå â ìàêñèìàëüíîì
÷èñëå ñîáûòèé) èëè ïîñòðîéòå êîíêðåòíûé êîíòðïðèìåð.

Çàäà÷à 5. (0.01). Íàéäèòå Θ-àñèìïòîòèêó ÷èñëà

BR4n+2 ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ âûðàæåíèé äëèíû 4n+2.
Çàìå÷àíèå: ýòî ïðîñòàÿ çàäà÷à äëÿ ïðîâåðêè, êàê âû

óìååòå îáðàùàòüñÿ ñ ôîðìóëîé Ñòèðëèíãà.

Çàäà÷à Ä�1. (0.02). Íàéäèòå ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå âû-
ðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ÷èñåë BR4n+2 (îò-
âåò â âèäå ñóììû áåñêîíå÷íîãî ðÿäà íå ïðèíèìàåòñÿ).
Çàìå÷àíèå: Ìû åùå âåðíåìñÿ ê ýòîé çàäà÷å è ïîïðîáó-

åì ïðèäóìàòü îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêîãî òè-
ïà.

Çàäàíèå íà âòîðóþ íåäåëþ: 13.02�19.02 [0.1]
Îöåíêè. Ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ðàçäåë 3 ïðîãðàììû
Ëèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1, Ãëàâà 1]

[Êîðìåí 3, Ãëàâû 3�5], [ÄÏÂ. Ãë. 2]

Çàäà÷à 6. (0.02 + 0.03).

Äàíà ðåêóðñèâíàÿ ïðîãðàììà

ôóíêöèÿ f(n)
if n > 1

ïå÷àòü(�àëãîðèòì�)
ïå÷àòü(�àëãîðèòì�)
ïå÷àòü(�àëãîðèòì�)
f(bn2 c)
f(bn4 c)

endif

Ïóñòü g(n) îáîçíà÷àåò ÷èñëî ñëîâ �àëãîðèòì�, êîòîðûå
íàïå÷àòàåò ïðîãðàììà.

(i) Íàéäèòå â âèäå ôóíêöèè îò n Θ-àñèìïòîòèêó g(n).
(ii) C÷èòàÿ n ñòåïåíüþ äâîéêè, âû÷èñëèòå g(n) òî÷íî.

Çàäà÷à 7. (0.02).

Îöåíèòå òðóäîåìêîñòü ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà, ðàç-
áèâàþùåãî èñõîäíóþ çàäà÷ó ðàçìåðà n íà òðè çàäà÷è

ðàçìåðîâ d n√
3
e−5, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî 10 n3

logn îïåðàöèé.

Çàäà÷à 8. (0.02). Ðàññìîòðèì äåòåðìèíèðîâàííûé àë-

ãîðèòì ïîèñêà ìåäèàíû ïî êàëüêå èçâåñòíîãî ëèíåéíî-
ãî àëãîðèòìà, ãäå èñïîëüçóåòñÿ ðàçáèåíèå ìàññèâà íà
÷åòâ¼ðêè ýëåìåíòîâ, â êàæäîé èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò-
ñÿ íèæíÿÿ ìåäèàíà, ò. å. èç â êàæäîé ÷åòâåðêè âûáèðà-
åòñÿ âòîðîé ïî ïîðÿäêó ýëåìåíò (ýëåìåíòû ìîæíî ñ÷è-
òàòü ðàçëè÷íûìè). Ïðèâåäèòå ðåêóððåíòíóþ îöåíêó ÷èñ-
ëà ñðàâíåíèé â ýòîé ïðîöåäóðå è îöåíèòå ñëîæíîñòü òà-
êîé ìîäèôèêàöèè.

Çàäà÷à Ä�2. (0.02). Îöåíèòå òðóäîåìêîñòü ðåêóðñèâíî-

ãî àëãîðèòìà, ðàçáèâàþùåãî èñõîäíóþ çàäà÷ó ðàçìåðà n
íà n çàäà÷ ðàçìåðîâ dn2 e êàæäàÿ, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî
O(n) îïåðàöèé.

Çàäà÷à Ä�3. (0.03). Ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà

S(n) çàäàíà ðåêóðñèåé:

S(n) =

{
100 n ≤ 100

S(n− 1) + S(n− 3) n > 100

Îöåíèòå ÷èñëî ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ ïðîöåäóðû S(·) ïðè
âû÷èñëåíèè S(1012).

Çàäà÷à Ä�4. (0.02). Îöåíèòå êàê ìîæíî òî÷íåå âûñî-
òó äåðåâà ðåêóðñèè äëÿ ðåêóððåíòíîñòè T (n) = T (n −
b
√
nc) + T (b

√
nc) + Θ(n).



Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû
Ðàçäåë 4 ïðîãðàììû

Ëèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1, Ãëàâà 36]
[Êîðìåí 3, Ãëàâ 34], [ÄÏÂ. Ãëàâà 8]

Íåìíîãî òåîðèè: êëàññ P

Ìû ïðèñòóïàåì ê èññëåäîâàíèþ ôîðìàëüíûõ ñâîéñòâ àëãîðèò-
ìîâ, òðóäîåìêîñòü êîòîðûõ ïîëèíîìèàëüíà ïî äëèíå âõîäà. Íàïîì-
íþ, ÷òî òàêèå àëãîðèòìû ìû ñ÷èòàåì ýôôåêòèâíûìè4.
Íèæå èäåò êðàòêîå òåîðåòè÷åñêîå ââåäåíèå ïî ðàçäåëó 3 ïðî-

ãðàììû, õîòÿ ôîðìàëüíî â ýòî çàäàíèå âêëþ÷åíû òîëüêî çàäà÷è î
êëàññå P.
Ïóñòü ôèêñèðîâàí àëôàâèò Σ (åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî,

òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Σ = {0, 1, ∗(ðàçäåëèòåëü)}). Âñïîìíèì, ÷òî
ïðåäèêàò� ýòî áóëåâà ôóíêöèÿ íà ñëîâàõ P (·) : Σ∗ → {0, 1}, è ëþ-
áîìó ïðåäèêàòó ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÿçûê âñåõ ñëîâ,
íà êîòîðûõ îí èñòèíåí: {x ∈ Σ∗|P (x) = 1)}. Êëàññ P ñîñòîèò èç
âñåõ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûõ ïðåäèêàòîâ èëè ÿçûêîâ, êîòîðûå
ðàñïîçíàþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè àëãîðèòìàìè. Èíûìè ñëîâàìè,
ëþáîé ïðåäèêàò P (·) ∈ P âû÷èñëÿåòñÿ íà ïðîèçâîëüíîì âõîäå x
çà âðåìÿ poly(|x|), ãäå |x|� äëèíà ñëîâà x èëè äëèíà êîäèðîâêè
âõîäà x. À ëþáîìó ïîëèíîìèàëüíîìó àëãîðèòìó T � âû÷èñëèìîé
ôóíêöèè, ïåðåðàáàòûâàþùåé ñëîâà-âõîäû xi â ñëîâà-âûõîäû îòâå-
òû yi, i = 1, 2, . . . ìîæíî ñîïîñòàâèòü åå ãðàôèê ïîëèíîìèàëüíûé
ïðåäèêàò: LT = {x1 ∗ y1, x2 ∗ y2, . . . } ∈ P.
Íà ëþáîé óíèâåðñàëüíûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ (èíà÷å ãîâî-

ðÿ, íà ëþáóþ óíèâåðñàëüíóþ ÌÒ) ìîæíî íàëîæèòü åñòåñòâåííûå
ñèíòàêñè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ, âûäåëÿþùèå ïîëèíîìèàëüíûå àëãî-
ðèòìû. Íàïðèìåð, åñëè èñïîëüçîâàòü �Ïàñêàëü�, òî íóæíî îòêà-
çàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ GOTO, REPEAT è WHILE, à âñå öèêëû
FOR äîëæíû èìåòü ïîëèíîìèàëüíóþ ïî äëèíå âõîäà ãðàíèöó. Íà-
îáîðîò, ëþáîé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü îôîðìëåí ñ
ïðèâåäåííûìè ñèíòàêñè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè.
Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå-âîïðîñ íîñèò ïîëóôèëîñîôñêèé õàðàê-

òåð: à ïî÷åìó èñïîëüçóþòñÿ èìåííî ïîëèíîìû? Îòâåò (îïÿòü æå
ïîëóôèëîñîôñêèé): ïðåæäå âñåãî, ïîñêîëüêó îíè çàìêíóòû îòíî-
ñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè, ïîýòîìó, åñëè ïðîãðàììà, âûïîëíÿþùàÿñÿ
çà ïîëèíîìèàëüíîå ïî âõîäó âðåìÿ, áóäåò ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ðàç
âûçûâàòü ëþáûå ïîäïðîãðàììû, òàêæå âûïîëíÿþùèåñÿ çà ïîëè-
íîìèàëüíîå âðåìÿ, òî è ðåçóëüòèðóþùàÿ ïðîãðàììà òàêæå áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Êîíòðîëüíûé âîïðîñ:
ñîõðàíèòñÿ ëè îòâåò, åñëè äîïóñòèòü, ñêàæåì, ëèíåéíîå ïî
âõîäó ÷èñëî îáðàùåíèé ê (ïîëèíîìèàëüíûì) ïîäïðîãðàì-
ìàì?

Ñëåäóþùèé øàã, êîòîðûé ìû ñäåëàåì, â êàêîì-òî ñìûñëå ïðÿ-

ìî ïðîòèâîïîëîæåí äåÿòåëüíîñòè ïî ðàçðàáîòêå è àíàëèçó ýôôåê-

òèâíûõ àëãîðèòìîâ [äëÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷]. Ìû íà÷íåì èçó÷àòü

ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ [äëÿ

ýòèõ êîíêðåòíûõ çàäà÷] íå ñóùåñòâóåò. Ìû íà÷àëè îáñóæäàòü ýòó

ïðîáëåìó íà çàíÿòèÿõ, êîãäà, íàïðèìåð, êîñíóëèñü (èíôîðìàöèîí-

íîé) íèæíåé îöåíêè Ω(n logn) ñîðòèðîâêè ïîïàðíûìè ñðàâíåíè-

ÿìè. Ýòà òåìà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ òåì êóðñà.

Îíà ñâÿçàíà ñ îïèñàíèåì êëàññîâ P,NP è co−NP è ïîíÿòè-
åì ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè. Òðóäíîñòè ñ èçó÷åíèåì ýòîé

òåìû àíàëîãè÷íû òåì, êîòîðûå âîçíèêëè, íàïðèìåð, â ïðîøëîì ãî-

äó ïðè èçó÷åíèèè ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ: îòñóòñòâèå â ïðåäûäóùåì

îïûòå êàêèõ-òî ôîðìàëüíûõ èëè íåôîðìàëüíûõ êàðòèíîê, ïîìî-

ãàþùèõ ïðàâèëüíî ñîðèåíòèðîâàòüñÿ. Ýòî, ïðåæäå âñåãî, îçíà÷àåò,

4Õîòÿ êàæäûé ïîíèìàåò, ÷òî ýòî íåêîòîðîå òåîðåòè÷åñêîå ïðå-
óâåëè÷åíèå. Êàê, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì, âðåìåííàÿ
ñëîæíîñòü êîòîðîãî îöåíèâàåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè ãóãë? Íà ñà-
ìîì äåëå, íåôîðìàëüíûé ñìûñë äèñêðèìèíàöèè ïîëèíîìèàëü-
íûé � íåïîëèíîìèàëüíûé ãîðàçäî ãëóáæå. Îêàçûâàåòñÿ, äàëüøå
èäåò ÷èñòûé ëîçóíã � èëè ëó÷øå ñêàçàòü � òåçèñ, ÷òî ïîïûòêè
óòî÷íåíèÿ óæå èçâåñòíûõ îöåíîê è/èëè ïîïûòêè ïîñòðîèòü ïî-
ëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ïðèâîäÿò ê ñóùåñòâåííîìó ðàñøèðåíèþ
íàøåãî ïîíèìàíèÿ ìèðà àëãîðèòìîâ âîîáùå. À ïîñëåäíèé, êàê ìû
óæå ïîíèìàåì, íåñìîòðÿ íà âíåøíþþ ïðîñòîòó îïèñàíèÿ, ìîæåò
áûòü âåñüìà õèòðûì è êîíòðàèíòóèòèâíûì.

÷òî ñòàíäàðòíûé ìåòîä îáó÷åíèÿ: íà÷àòü èçó÷åíèå çà òðè ìèíóòû

äî ýêçàìåíà èëè çà÷åòà, ìîæåò îêàçàòüñÿ êðàéíå íåïðîäóêòèâíûì.

Ê ýòîé òåìå íóæíî ïðîñòî �ïðèâûêíóòü�, ÷òî ïîäðàçóìåâàåò ïîñòî-

ÿííîå ïðîäóìûâàíèå âîçíèêàþùèõ âîïðîñîâ.

Çàäà÷à 9. (3 × 0.01). Äîêàæèòå , ÷òî ñëåäóþùèå ÿçû-
êè ïðèíàäëåæàò êëàññó P. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàôû
êîäèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàòðèöàìè ñìåæíîñòè.

(i) ßçûê äâóäîëüíûõ ãðàôîâ, ñîäåðæàùèõ íå ìåíåå 2017
òðåóãîëüíèêîâ (òðåõ ïîïàðíî ñìåæíûõ âåðøèí).
(ii) ßçûê íåñâÿçíûõ ãðàôîâ áåç öèêëîâ.
(iii) ßçûê êâàäðàòíûõ {0, 1}-ìàòðèö ïîðÿäêà n ≥ 3000, â
êîòîðûõ åñòü êâàäðàòíàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà n− 2017,
çàïîëíåííàÿ îäíèìè åäèíèöàìè.

Çàäà÷à Ä�5. (0.02) Íà êëåò÷àòîé áóìàãå çàêðàñèëè
íåñêîëüêî êëåòîê (êîîðäèíàòû çàêðàøåííûõ êëåòîê ïå-
ðåäàþòñÿ íà âõîä). Ëåæèò ëè â êëàññå P ÿçûê, ñîñòîÿùèõ
èç îïèñàíèé òàêèõ ìíîæåñòâ çàêðàøåííûõ êëåòîê, êîòî-
ðûå ìîæíî çàìîñòèòü äîìèíîøêàìè ðàçìåðà 1×2 ðîâíî â
äâà ñëîÿ? (Íàêðûòû äîëæíû áûòü òîëüêî çàêðàøåííûå
êëåòêè è ðîâíî äâóìÿ ñëîÿìè äîìèíî.)
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæíîñòè ÿçûêà êëàññó

P íóæíî ïðåäúÿâèòü è îáîñíîâàòü ïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî óòâåð-
æäåíèÿ íóæíî ïðèâåñòè óáåäèòåëüíûå, ñ âàøåé òî÷êè
çðåíèÿ, àðãóìåíòû.

Áûñòðîå óìíîæåíèå ÷èñåë è ìàòðèö
Ëèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1, �31.2]

Ëèòåðàòóðà: [Êîðìåí 3, �4.2], [ÄÏÂ, �2.5]

Øêîëüíûé ñïîñîá �óìíîæåíèÿ â ñòîëáèê� n-áèòîâûõ ÷èñåë çà-
êëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì ñëîæåíèè n äâîè÷íûõ ÷èñåë äëèíû
O(n), ò.å. ñëîæíîñòü ñïîñîáà O(n2). Ìîæíî ëè óìíîæàòü ÷èñëà
áûñòðåå?
Ðàññìîòðèì óìíîæåíèå n-çíà÷íûõ ÷èñåë A è B. Ïðåäñòàâëÿÿ A

è B â âèäå A = A1+2
n
2 A2, B = B1+2

n
2 B2, ãäå A1, A2, B1, B2 �

n
2
-çíà÷íûå ÷èñëà, íàõîäèì: AB = A1B1 + 2

n
2 ((A1 +A2)(B1 +B2)−

(A1B1 +A2B2)) + 2nA2B2.
Åñëè íå ó÷èòûâàòü, ÷òî â �ñðåäíåì� ÷ëåíå ðàçðÿäíîñòü ìîæåò

óâåëè÷èòüñÿ íà 1, òî ïîëó÷àåì ðåêóðñèþ äëÿ ÷èñëà îïåðàöèé ϕ(n)
â àëãîðèòìå: ϕ(n) = 3ϕ(n

2
)+O(n), îòêóäà ïî ÎÒ ϕ(n) = O(nlog 23 =

O(n1.5849...).
Ñëåäóþùèé òðþê ïîçâîëÿåò �èçáàâèòüñÿ� îò ëèøíåãî ðàçðÿäà.

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì A1 + A2 = a12
n
2 + a2 è B1 + B2 = b12

n
2 + b2,

ãäå a1, b1 � áèòû. Òîãäà (A1 + A2)(B1 + B2) = a1b12n + (a1b2 +

a2b1)2
n
2 + a2b2. ×ëåí a2b2 âû÷èñëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî, à îñòàëüíûå

âû÷èñëÿþòñÿ â ëèíåéíîå âðåìÿ.
Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà Êàðàöóáû (ñòðåëêà ïîñëå ïðîèçâåäå-

íèÿ óêàçûâàåò íà âñïîìîãàòåëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðûå òðåáó-
åòñÿ âû÷èñëèòü; ðåêóðñèÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ íà äâóçíà÷íûõ ÷èñëàõ):

1) 21610 × 13910 = 11011001 × 10001011 → 1101 × 1000, 1001 ×
1011, (1101 + 1001)× (1000 + 1011) = 10110× 10011;

2) 1101×1000→ 11×10 = 110; 01×00 = 0; (11 + 01)× (10 + 00) =
100× 10 = 1000;

3) 1101× 1000 = 1100000 + (1000− 110− 0)× 100 + 0 = 1101000
4) 1001×1011→ 10×10 = 100, 01×11 = 11, (10+01)×(10+11) =

11× 101 = 1111;
5) 1001× 1011 = 1000000 + (1111− 100− 11)× 100 + 11 = 1100011
6) 010110 × 010011 → 010 × 010 = 100, 110 × 011, (010 + 110) ×

(010 + 011) = 1000× 0101 = 101000
7) 0110× 0011→ 01× 00 = 0, 10× 11 = 110, (1 + 10)× (0 + 11) =

11× 11 = 1001;
8) 0110× 0011 = 0 + (1001− 0− 110)× 100 + 110 = 10010
9) 010110× 010011 = 100000000 + (101000− 10010− 100)× 1000 +

10010 = 110100010



10) 11011001 × 10001011 = 110100000000000 + (110100010 −
1101000− 1100011) ∗ 10000 + 1100011 = 111010111010011 = 3016310

Àëãîðèòì Øòðàññåíà

Îáû÷íûé ñïîñîá ïåðåìíîæåíèÿ 2× 2 ìàòðèö òðåáóåò 8 óìíîæå-
íèé è 4 ñëîæåíèÿ:[

a b
c d

] [
e f
g h

]
=

[
ae+ bg af + bh
ce+ dg cf + dh

]
Â 1969 ãîäó Ô.Øòðàññåí (V.Strassen) îòêðûë, ÷òî ñëåäóþùóþ

ïðîöåäóðó

p1 = a(f − h) p2 = (a+ b)h
p3 = (c+ d)e p4 = d(g − e)
p5 = (a+ d)(e+ h) p6 = (b− d)(g + h)
p7 = (a− c)(e+ f).

Òåïåðü
ae+ bg = p5 + p4 − p2 + p6 af + bh = p1 + p2
cf + dh = p5 + p1 − p3 − p7 ce+ dg = p3 + p4.

Òàêèì îáðàçîì, íàì òðåáóåòñÿ 7 óìíîæåíèé è 18 ñëîæåíèé. Íà
ïåðâûé âçãëÿä, ìû ïîìåíÿëè øèëî íà ìûëî, íî (òóò íà÷èíàåòñÿ ìà-
ëåíüêîå ÷óäî), îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ôîðìóëû Øòðàññåíà
ñïðàâåäëèâû è òîãäà, êîãäà ïåðåìåííûå íåêîììóòàòèâíûå, à ïî-
ýòîìó âîçìîæíî ðåêóðñèâíîå ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû äëÿ
ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö! Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî ñëîæåíèå äâóõ
n × n ìàòðèö òðåáóåò òîëüêî O(n2) îïåðàöèé. Ïîýòîìó, åñëè ðå-
êóðñèâíî çàïóñòèòü àëãîðèòì (ïîäðîáíîñòè ìîæíî ïðî÷èòàòü, íà-
ïðèìåð â [Êîðìåí 1, �31.2]), ò.å. ðàçáèòü ìàòðèöó ïîðÿäêà n× n
íà ÷åòûðå áëîêà ïîðÿäêà n

2
× n

2
è ïðîâåñòè ïåðåìíîæåíèÿ áëî-

êàì ïî ôîðìóëàì, çàïèñàííûì âûøå5, òî ïîëó÷èòñÿ òàêàÿ ðåêóð-
ðåíòíàÿ îöåíêà òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö:
T (n) = 7T (n

2
) +O(n2).

Ïîïðîáóéòå çàïðîãðàììèðîâàòü àëãîðèòì Øòðàññåíà (ðåêóðñèÿ
äîëæíà îáðûâàòüñÿ íà ìàòðèöàõ íåáîëüøîãî ïîðÿäêà) è ÿâíî îöå-
íèòå ïîðÿäîê ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ ïîëíîå ÷èñëî îïåðàöèé àëãî-
ðèòìà Øòðàññåíà ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷åì ó êëàññè÷åñêîãî6

Ýòî äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë, íî â ïðîãðàììó
âõîäèò òîëüêî áûñòðîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü

�Èíäèéñêîå� âîçâåäåíèå â ñòåïåíü
Àääèòèâíûå öåïî÷êè

Ëèòåðàòóðà: Ä.Êíóò. Èñêóññòâî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ÝÂÌ,
Ì.: Ìèð, 1977, ò.2 �4.6.3 �Âû÷èñëåíèå ñòåïåíåé�.

Ïîïðîáóåì ïðîèëëþñòðèðîâàòü öåëè íàøåãî êóðñà, à òàêæå âîç-
íèêàþùèå ïðè ýòîì òðóäíîñòè, íà ïðèìåðå ïðîñòîé çàäà÷è.
ÏÐÎÁËÅÌÀ: äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è n â äâîè÷íîé

çàïèñè. Íóæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ an.
Âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû èçâåñòíî êàæäîìó ñ ïåð-

âîãî êëàññà (à âîçìîæíî, è ðàíüøå), ïîñêîëüêó, åñëè íå âäàâàòüñÿ
�â äåòàëè�, òî ðå÷ü èäåò î ïîñëåäîâàòåëüíîì n − 1-êðàòíîì óìíî-
æåíèè íà a. Èòàê, èñêîìûé àëãîðèòì ôàêòè÷åñêè ñòðîèòñÿ òðèâè-
àëüíî, ïðè÷åì ïî î÷åâèäíûì ïðè÷èíàì îí êîððåêòíûé.
Íî, êàê èçâåñòíî, äüÿâîë êðîåòñÿ â äåòàëÿõ, è òàêàÿ ïðîöåäó-

ðà íàñ íå óñòðàèâàåò ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå: äëÿ åå âûïîëíåíèÿ

5Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Ïî÷åìó ìîæíî ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ïî
òåì æå ôîðìóëàì, ÷òî ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ ÷èñåë?

6Èìåéòå â âèäó, ÷òî ýòîò ïîðÿäîê � íåáîëüøîé, à àëãîðèòì
Øòðàññåíà � ïðàêòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà äëÿ �ïëîòíî çàïîëíåííûõ
ìàòðèö�. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî ìíîãî äðóãèõ ñïîñîáîâ áûñò-
ðîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèö è ðåêîðäíûé èìååò àñèìïòîòè÷åñêóþ
îöåíêó ÷èñëà îïåðàöèé ÷óòü ìåíüøå, ÷åì O(n2.373...), íî ïðàêòè÷-
íûì è òî÷íûì àëãîðèòìîì ÿâëÿåòñÿ ëèøü ìåòîä Øòðàññåíà. Íåêî-
òîðûå ìîè êîëëåãè ñ÷èòàþò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðàêòè÷åñêàÿ ïðî-
öåäóðà ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö ñ àñèìïòîòè÷åñêîé òðóäîåì-
êîñòüþ O(n2+ε). Òàêîé àëãîðèòì ìîæåò (ãèïîòåòè÷åñêè) ïåðå-
âåðíóòü âåñü ìèð âû÷èñëèòåëüíîé ëèíåéíîé àëãåáðû. Çàìå÷ó, ÷òî
ïðèìåðíî ïÿòü ëåò íàçàä â çàäà÷å ïîèñêà íàèëó÷øåãî àëãîðèòìà
óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïðîèçîøëî ïåðâîå çà ïîñëåäíèå 25 ëåò ïðî-
äâèæåíèå. Êñòàòè, êàê ýòî íè ïîêàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì è äà-
æå íåóìåñòíûì â ïîäîáíîì êîíòåñòå, ñâÿçàííàÿ ñ ýòèì ðåçóëü-
òàòîì èñòîðèÿ äðàìàòè÷íà. Îá ýòîì ìîæíî ïî÷èòàòü, íàïðèìåð,
http://www.scottaaronson.com/blog/?p=839]comments

íóæíî ïîðÿäêà n óìíîæåíèé. Îöåíèì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà. Ïðåä-
ñòàâèì ñåáå, ÷òî óìíîæåíèå çàíèìàåò îäèí òàêò âðåìåíè7. Òîãäà
àëãîðèòì òðåáóåò n − 1 òàêòîâ. Ñêàæåì, åñëè äâîè÷íàÿ äëèíà n
ïîðÿäêà 1000 áèò, òî àëãîðèòì áóäåò ðàáîòàòü 21000, à ýòî ÷èñëî
çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ÷èñëî ïðîòîíîâ âî Âñåëåííîé.
Çàôèêñèðóåì ýòîò ôàêò. Íàì óäàëîñü ïîñòðîèòü àëãî-

ðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è, è äàæå ïðîàíàëèçèðîâàòü åãî êîð-
ðåêòíîñòü. Ýòî óæå áîëüøîå äîñòèæåíèå. Íî íàñ íå óäî-
âëåòâîðÿåò òðóäîåìêîñòü ïðîöåäóðû, è ìû åñòåñòâåííî ïå-
ðåõîäèì ê âîïðîñó, íåëüçÿ ëè ïðåäëîæèòü áîëåå áûñòðûé
àëãîðèòì äëÿ ýòîé çàäà÷è.
Ñïîñîá èñïðàâëåíèÿ ñèòóàöèè ìíîãèì, ÿ óâåðåí, èçâåñòåí. Åãî

ïîäñêàçûâàåò èçâåñòíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíåé äâîéêè: âìå-
ñòî ïîñëåäîâàòåëüíîãî óìíîæåíèÿ áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âîç-
âîäèòü ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû â êâàäðàò: x0 ← a, x1 ←
x20, . . . , xk ← x2k−1. ßñíî, ÷òî xk = a2

k
. Èñïîëüçîâàíèå ýòîé èäåè

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü: íóæíî
ïîñëåäîâàòåëüíî ñêàíèðîâàòü áèòû ïîêàçàòåëÿ n ñïðàâà íàëåâî è
â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ïðîñìàòðèâàåìîãî áèòà óìíîæàòü òå-
êóùèé ðåçóëüòàò íà a èëè âîçâîäèòü â êâàäðàò (ïðîãðàììà íèæå
âçÿòà èç êíèãè À.Øåíÿ �Ïðîãðàììèðîâàíèå: òåîðåìû è çàäà÷è�):

k := n; b := 1; c:=a;

{a â ñòåïåíè n = b * (c â ñòåïåíè k)}

while k <> 0 do begin

| if k mod 2 = 0 then begin

| | k:= k div 2;

| | c:= c*c;

| end else begin

| | k := k - 1;

| | b := b * c;

| end;

end;

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñòàðèííîì �èíäèéñêîì àëãîðèòìå� (äðóãîå
íàçâàíèå áèíàðíûé àëãîðèòì) èñïîëüçóåòñÿ ïîõîæàÿ èäåÿ, íî áè-
òû ïîêàçàòåëÿ ñêàíèðóþòñÿ ñëåâà íàëåâî (ïðîñìîòð èäåò îò ñòàð-
øèõ áèòîâ ê ìëàäøèì).
Îïèñàíèå àëãîðèòìà ñëåäóþùåå. Â äâîè÷íîé çàïèñè ïîêàçàòåëÿ

n (íóëè ñëåâà óáðàíû) ïðîèçâåäåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ñèìâîëîâ
1 → SA è 0 → S. Â ïîëó÷åííîì ñëîâå óäàëèì íà÷àëüíóþ ïàðó
ñèìâîëîâ SA. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì �êîä ïðîãðàììû� íà ñëåäóùåì
äèàëåêòå: S íóæíî ïîíèìàòü êàê âîçâåäåíèå â êâàäðàò òåêóùåãî
ðåçóëüòàòà, à A êàê óìíîæåíèå íà a. Òîãäà, íà÷èíàÿ ñ a è äâèãàÿñü
ïî êîäó ñëåâà íàïðàâî, â êîíöå âû÷èñëåíèÿ ìû ïîëó÷èì an.
Ïóñòü ν(n) � ÷èñëî åäèíèö â äâîè÷íîé çàïèñè n, à λ(n) =

blog2 nc. Òîãäà â èíäèéñêîì àëãîðèòìå áóäåò ïðîâåäåíî λ(n) +
ν(n) − 1 óìíîæåíèé (à â ïåðâîì ðàññìîòðåííîì àëãîðèòìå áóäåò
íà îäíî óìíîæåíèå áîëüøå).
Çàôèêñèðóåì ýòîò ôàêò. Ìû ïîñòðîèëè öåëûõ äâà àë-

ãîðèòìà è äàæå ìîæåì ïîïûòàòüñÿ äîêàçàòü èõ êîððåêò-
íîñòü. Äåéñòâîâàòü ìîæíî ïî èíäóêöèè, è ôàêòè÷åñêè äëÿ ïåð-
âîé ïðîöåäóðû èíäóêöèîííàÿ ãèïîòåçà çàïèñàíà â êà÷åñòâå êîì-
ìåíòàðèÿ âî âòîðîé ñòðîêå ïðîãðàììû. Äëÿ èíäèéñêîãî àëãîðèò-
ìà ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû. òàêàÿ ñèòóàöèÿ, êîíå÷íî, íåîáû÷íàÿ,
ïîñêîëüêó ñòàíäàðòíàÿ ïðàêòèêà íå ïðåäïîëàãàåò ïðîâåðêè êîð-
ðåêòíîñòè, è âîâñå íå ïîòîìó, ÷òî è òàê �âñå ÿñíî�, à èç ïðàêòè÷å-
ñêîé íåâîçìîæíîñòè ïðîâåñòè àíàëèç äëÿ ñêîëüêî-íèáóäü íåòðèâè-
àëüíîé ïðîöåäóðû. Ïîýòîìó ÷àñòü ïðîñòî íå ïîíèìàåò íåîáõîäè-
ìîñòü ïðîâåðêè, à (ìåíüøàÿ) ÷àñòü âèäèò, ÷òî ýòî î÷åíü ñëîæíî, è
îãðàíè÷èâàåòñÿ ðèòóàëüíûìè âîñêëèöàíèÿìè: �...î÷åâèäíî.. è ïð.�.
Ìîæíî ïðîñòî âñïîìíèòü ïðîøëûé ñåìåñòð è óâèäåòü îáå ðåàêöèè
ïðè íàïèñàíèè êîíòðîëüíûõ è çàäàíèé.
Òðóäîåìêîñòü îáîèõ àëãîðèòìîâ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì â èñ-

õîäíîì �íàèâíîì àëãîðèòìå�, è äàæå ðàñòåò ñòåïåííûì îáðàçîì îò
äëèíû äâîè÷íîé çàïèñè ïîêàçàòåëÿ, ò. å. îáà àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ
ýôôåêòèâíûìè. Ýòî, êîíå÷íî, õîðîøî.
Íî ìîæíî ëè äîïîëíèòåëüíî èõ óñêîðèòü? Âîïðîñ ýòîò äàæå â

íàøåé èãóøå÷íîé ïîñòàíîâêå âîâñå íå ïðàçäíûé. Ïðåäñòàâüòå ñåáå,

7Êñòàòè, èìåííî äëÿ íàøåé çàäà÷è òàêîå ïðåäïîëîæåíèå íå ñî-
âñåì îïðàâäàíî, ïîñêîëüêó, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ìû âûëîëíÿåì óìíî-
æåíèå �â ñòîëáèê�, òî ñëîæíîñòü òàêîé îïåðàöèè ïðîïîðöèîíàëüíà
ïðîèçâåäåíèþ äëèíû áèòîâûõ çàïèñåé ñîìíîæèòåé, à äëèíà çà-
ïèñè ñîìíîæèòåëåé ðàñòåò.



÷òî âàì íóæíî ïðîèçâåñòè íå îäíî, à îäèí ãóãë âîçâåäåíèé â òó æå
ñòåïåíü n (ïðè ðàçíûõ îñíîâàíèÿõ a), òîãäà ýêîíîìèÿ äàæå îäíîãî
óìíîæåíèÿÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííîé.

Îòìåòèì, ÷òî èíäèéñêèé àëãîðèòì íåîïòèìàëüíûé. Íàïðèìåð,
ìîæíî âû÷èñëèòa54 ìîæíî âûèñëèòü, èñïîëüçóÿ ñåìü óìíîæåíèé,
à �èíäèéñêèé àëãîðèòì� òðåáóåò λ(54) + ν(54) − 1 = 5 + 4 − 1 = 8
óìíîæåíèé.

Âîïðîñû î íàèëó÷øèõ àëãîðèòìàõ âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíåé ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ïðè èçó÷åíèè ò.í. àääèòèâíûõ öåïî÷åê8.

×òî æå òàêîå àääèòèâíàÿ öåïî÷êà? Ýòî ëþáàÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ
ñ 1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a0 = 1, a1, . . . , am, â
êîòîðîé êàæäîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êàêèõ-òî äâóõ ïðåäûäó-
ùèõ ÷èñåë (èëè óäâîåíèåì êàêîãî-òî ïðåäûäóùåãî ÷èñëà). Îáîçíà-
÷èì l(n) íàèìåíüøóþ äëèíó àääèòèâíîé öåïî÷êè, çàêàí÷èâàþùåé-
ñÿ ÷èñëîì n. Äëèíîé öåïî÷êè a0 = 1, a1, . . . , am íàçûâàåì ÷èñëî m.
Íàïðèìåð, 1, 2, 3, 5, 7, 14 ìèíèìàëüíàÿ öåïî÷êà äëÿ 14, ò.å. l(14) = 5.

Ïîñêîëüêó ïîêàçàòåëè ïðè óìíîæåíèè ñêëàäûâàþòñÿ, òî, ïî
îïðåäåëåíèþ, íàèìåíüøåå ÷èñëî óìíîæåíèé, íåîáõîäèìîå äëÿ âîç-
âåäåíèÿ â n-þ ñòåïåíü, ðàâíî l(n).

Èíäèéñêèé àëãîðèòì äàåò îöåíêó l(n) ≤ λ(n) + ν(n)− 1.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà íèæíÿÿ îöåíêà l(n) ≥ λ(n).
(Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî l(2n) = n, à îïòèìàëüíûì äëÿ âû÷èñëåíèÿ

a2
k
ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîå âîçâåäåíèå â êâàäðàò.)

Áîëåå òîíêèå îöåíêè ìîæíî ïîèñêàòü â ñåòè èëè ïîñìîòðåòü â
êíèãå Êíóòà. Çà÷àñòóþ îíè äîêàçûâàþòñÿ íåïðîñòî, à ïî ñâîåé òî÷-
íîñòè íåíàìíîãî ïðåâîñõîäÿò ðàññìîòðåííûå âûøå ïî÷òè î÷åâèä-
íûå îöåíêè. Îáùàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ l(n) äî ñèõ ïîð íå ðåøå-
íà. Íå èçâåñòíî äàæå, ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíîé
ñëîæíîñòè9 äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè l(n). Íå ðåøåíû òàêæå ìíî-
ãèå äðóãèå çàäà÷è îá àääèòèâíûõ öåïî÷êàõ. Íàïðèìåð, íåèçâåñòíî,
âåðíî ëè ðàâåíñòâî l(2n − 1) = n + l(n) − 1 (èëè â äðóãîì âàðè-
àíòå l(2n − 1) ≤ n + l(n) − 1). Ýòî äîñòàòî÷íî øèðîêî èçâåñòíàÿ
ãèïîòåçà Áðàóýðà- Øîëüöà. Äðóãàÿ çíàìåíèòàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà
l(n) ≥ λ(n)+ log2(ν(n)) �ïî÷òè äîêàçàíà�: ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
l(n) ≥ log2(n) + log2(ν(n)) − 2.13 (íî ñ 1974 ãîäà ýòîò ðåçóëüòàò
íå óëó÷øåí). Íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå ãèïîòåçû îá àääèòèâíûõ öå-
ïî÷êàõ îêàçàëèñü íåâåðíûìè. Îáî âñåì ýòîì ìîæíî ïî÷èòàòü â
çàìå÷àòåëüíîé êíèãå Êíóòà.

Íàèëó÷øàÿ èç îáùèõ âåðõíèõ îöåíîê áûëà äîêàçàíà â òðèäöà-
òûå ãîäû Àëüôðåäîì Áðàóýðîì è èìååò âèä

λ(n)

(
1 +

1

λ(λ(n))
+
O(λ(λ(λ(n))))

(λ(λ(n)))2

)
.

Îíà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû, åñëè â íåé ïîëîæèòü k =
λ(λ(n))− 2λ(λ(λ(n))).

Òåîðåìà 1 (À. Áðàóýð, 1939) Ïðè k > 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî

l (n) < (1 + 1/k) log2 n+ 2k.

Íàìåòèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî íåðàâåíñòâà. Ïðåäñòàâèì ïîêà-
çàòåëü n êàê ÷èñëî â m = 2k-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ (ýòî ò.í. 2k-
àðíûé ìåòîä): n = d0mt+d1mt−1 + . . .+dt. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü
ñëåäóþùóþ àääèòèâíóþ öåïî÷êó (âîçìîæíî, íåêîòîðûå ÷ëåíû â
íåé ïîâòîðÿþòñÿ, íî ýòî íå âàæíî, ïîñêîëüêó ìû õîòèì îöåíèòü åå
äëèíó ñâåðõó). Ñíà÷àëà âû÷èñëèì öåïî÷êó 1, 2, 3, . . . ,m−2,m−1 [â
èñõîäíûõ òåðìèíàõ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ýòî ñîîòâåñòâóåò âû÷èñ-
ëåíèþ a, a2, . . . , am−1]. (Çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå âàæíû òîëüêî
ïîêàçàòåëè dj , âõîäÿùèå â ïðåäñòàâëåíèå n.) Çàòåì âû÷èñëèì öå-
ïî÷êó 2d0, 4d0, . . . ,md0,md0 + d1 [ýòî ñîîòâåñòâóåò âîçâåäåíèþ ad0

â m-þ ñòåïåíü è óìíîæåíèþ íà ad1 . Äàëåå ðàññìîòðèì öåïî÷êó
2(md0 + d1), 4(md0 + d1), . . . ,m(md0 + d1),m2d0 +md1 + d2 è ò.ä.,
ïîêà íå ïîëó÷èì n. Äëÿ íàãëÿäíîñòè âûïèøåì âñþ öåïî÷êó.

8Èäóùèé íèæå òåêñò îñíîâàí íà êîìïèëÿöèè òåêñòà Êíóòà è
ïîïóëÿðíîãî òåêñòà.

9Ýòî îçíà÷àåò, êàê ìû óæå ïîíèìàåì, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû àëãî-
ðèòìà îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò logn.

1, 2, 3, . . . ,m− 2,m− 1

2d0, 4d0, . . . ,md0,md0 + d1,

2(md0 + d1), 4(md0 + d1), . . . ,m(md0 + d1),m2d0 +md1 + d2,

. . . . . . . . . ,

. . . . . . . . . ,mtd0 +mt−1d1 + . . .+ dt = n.

Íà ïðàêòèêå, êîíå÷íî, íóæíî âû÷åðêíóòü èç íåå ïîâòîðÿþùèå-
ñÿ ÷èñëà, à â ïåðâîé ñòðîêå îñòàâèòü òîëüêî ïîêàçàòåëè dj (ìîæ-
íî ïðîâåñòè è äîïîëíèòåëüíóþ îïòèìèçàöèþ). Äàëåå, ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî äëèíà ïîñòðîåííîé öåïî÷êè íå ïðåâûøàåò m−2+(k+1)t,
îòêóäà ñëåäóåò çàêëþ÷åíèå òåîðåìû, ïîñêîëüêó, ïî îïðåäåëåíèþ,
log2 n ≥ kt è 2k = m.

Çàäàíèå íà òðåòüþ íåäåëþ: 20.02�26.02 [0.07]
Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû. Êëàññ NP

Ðàçäåë 4 ïðîãðàììû
Ëèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1, Ãëàâà 36]
[Êîðìåí 3, Ãëàâ 34], [ÄÏÂ. Ãëàâà 8]

Çàäà÷à 10. (0.01) Ïóñòü q(t) = t2017 ∈ Z[t] è a,m ∈ Z
ßçûê L(a,m) ⊆ Z îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëàìè x0 = a
(mod m), xi+1 = q(xi) (mod m). Ïîñòðîéòå ïîëèíîìè-
àëüíûé àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé èñòèííîñòü ïðåäèêàòà:

x
?
∈ L(a,m).

Ïîëèíîìèàëüíîcòü ìåòîäà Ãàóññà.

Çàäà÷à 11. (0.01 + 0.02) Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé Ax = b ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùóþ
m óðàâíåíèé è n íåèçâåñòíûõ, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíûé ìî-
äóëü öåëûõ êîýôôèöèåíòîâ A, b ðàâåí h.
(i) Îöåíèòå ñâåðõó ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè ÷èñåë, êî-
òîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ïðèìåíå-
íèè àëãîðèòìà Ãàóññà
Èç ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïðÿìîì èñïîëüçîâàíèè
àëãîðèòìà èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû ìîãóò â
ïðèíöèïå ðàñòè äâàæäû ýêñïîíåíöèàëüíî, è ïîòîìó, â ÷àñòíîñòè,
ìåòîä èñêëþ÷åíèé íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì ïî âõîäó â áèòî-
âîé àðèôìåòèêå. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåòîä Ãàóññà ìîæíî ìîäè-
ôèöèðîâàòü òàê, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì. Ìîäè-
ôèêàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ýìóëÿöèè ðàöèîíàëüíîé àðèôìåòèêè. Äëÿ
ýòîãî êàæäûé (ðàöèîíàëüíûé) êîýôôèöèåíò p

q
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïà-

ðîé (p′, q′) âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë p
q

= p′

q′ . Âñå àðèôìåòè÷åñêèå

äåéñòâèÿ íàä êîýôôèöèåíòàìè ìîäåëèðóþòñÿ äåéñòâèÿìè íàä ñî-
îòâåòñòâóþùèìè ïàðàìè, à â êîíöå êàæäîé îïåðàöèè, èñïîëüçóÿ
àëãîðèòì Åâêëèäà, ìû ïðèíóäèòåëüíî äîáèâàåìñÿ âçàèìíîé ïðî-
ñòîòû ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Ñêàæåì, ýìóëÿöèÿ ñëîæåíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ, çàäàííûõ ïàðàìè (7, 10) è (5, 6), ñîñòîèò â âû÷èñëå-
íèè ïàðû (7·6+5·10 = 92, 6·10 = 50), îïðåäåëåíèè ÍÎÄ(92, 60) = 2
è çàïèñè îòâåòà (23, 15).
Ïîëèíîìèàëüíîñòü óêàçàííîé ìîäèôèêàöèè âûòåêàåò èç ñëåäó-

þùåãî óòâåðæäåíèÿ: âñå ýëåìåíòû ìàòðèö, âîçíèêàþùèõ â
ìåòîäå Ãàóññà, ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèåì êàêèõ-òî ìèíîðîâ èñ-
õîäíîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû.
Äîêàæåì ýòî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âå-

äóùèå ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, è îáîçíà÷èì

(a
(k)
ij ) ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ ïîñëå k-ãî èñêëþ÷åíèÿ. Òàêæå îáîçíà-

÷èì d1, . . . , dn ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè ðåçóëüòèðóþùåé âåðõ-

íåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû, òàê ÷òî di = a
(n)
ii . Ïóñòü D(k)� ïîäìàò-

ðèöà, îáðàçîâàííàÿ ïåðâûìè k ñòîëáöàìè è ïåðâûìè k ñòðîêàìè

èñõîäíîé ìàòðèöû ñèñòåìû, à D
(k)
ij , k + 1 ≤ i, j ≤ n� ïîäìàòðè-

öà, îáðàçîâàííàÿ ïåðâûìè k ñòîëáöàìè è ñòîëáöîì i è ïåðâûìè k
ñòðîêàìè è ñòðîêîé j, ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé ïîñëå k-ãî èñêëþ÷å-

íèÿ. Ïóñòü d
(k)
ij = det(D

(k)
ij ). Ïî îïðåäåëåíèþ, det(D(k)) = d

(k−1)
kk .

Êëþ÷îì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà: a
(k)
ij =

d
(k)
ij

det(D(k))
,

ïîñêîëüêó, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé èñêëþ÷åíèé d
(k)
ij =



d1 . . . dka
(k)
ij è det(D(k)) = d1 . . . dk. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âñå âðå-

ìÿ ðàáîòàòü ñ äðîáÿìè, ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè êîòîðûõ ÿâëÿþò-
ñÿ ìèíîðàìè èñõîäíîé ìàòðèöû, òàê ÷òî äëèíà çàïèñè îñòàåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíîé10, à âñå âû÷èñëåíèÿ ïî ìåòîäó Ãàóññà (âêëþ÷àÿ,
êîíå÷íî, âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ ïîëó÷àåìûõ äðîáåé) áóäóò òàêæå ïîëè-
íîìèàëüíûìè.

(ii) Îöåíèòå òðóäîåìêîñòü ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà
Ãàóññà â âèäå ôîðìóëû îò m,n log h. Òðóäîåìêîñòü àëãî-
ðèòìà Åâêëèäà ñ÷èòàéòå ëèíåéíîé ïî äëèíå âõîäà. Ïî-
êàæèòå, ÷òî ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì áóäåò ïîëèíî-
ìèàëüíûì ïî âõîäó.

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å ìû óñòàíîâèì, ÷òî ìíîãèå ñòàíäàðòíûå àë-
ãîðèòìû êóðñà ÒÐßÏ ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè.
Íèæå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: NA � íåäåòåðìè-

íèðîâàííûé ÊÀ (ÍÊÀ); DA � äåòåðìèíèðîâàííûé ÊÀ (ÄÊÀ); N �
ìàãàçèííûé àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé ïî ïóñòîìó ñòåêó; F � ìàãà-
çèííûé àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé ïî ôèíàëüíîìó ñîñòîÿíèþ; G �
êîíòåêñòíî- ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà (ÊÑÃ).
L(·), ãäå âìåñòî � ·� ìîæíî ïîäñòàâèòü îäèí èç ïåðå÷èñëåííûõ

âûøå îáúåêòîâ, îáîçíà÷àåò êëàññ ÿçûêîâ, ïðèíèìàåìûõ (ïîðîæ-
äàåìûõ) îáúåêòàìè óêàçàííîãî êëàññà. Íàïðèìåð, L(G) îçíà÷àåò
êëàññ âñåõ ÊÑ-ÿçûêîâ, ïðè÷åì îïèñàíèå êàæäîãî ÿçûêà äàåòñÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåé ÊÑÃ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáúåêòû çàäàþòñÿ ñâîèìè ñòàíäàðòíûìè

îïèñàíèÿìè, íàïðèìåð, ÍÊÀ êîäèðóåòñÿ åãî äèàãðàììîé.
Åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî, òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ÿçûêè

çàäàíû â äâîè÷íîì àëôàâèòå {0, 1}.
Â òàáëèöå íèæå ñòðîêè îòâå÷àþò ïðåäèêàòàì, à ñòîëáöû � êëàñ-

ñàì ÿçûêîâ, êîòîðûå çàäàþòñÿ óêàçàííûìè îáúåêòàìè. Ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäèêàòû11:

L(·) ?
= ∅ � ÿçûê ïóñò; L(·) ?

= ∞ � ÿçûê áåñêîíå÷åí; w
?
∈ L(·)

(w
?

/∈ L(·)) ñëîâî �w� ïðèíàäëåæèò (íå ïðèíàäëåæèò) ÿçûêó L(·).
Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ïîëó÷àåìûõ ¾çàäà÷¿,

ò. å. îöåíêà ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ óêàçàííûõ ïðåäèêàòîâ íà ñî-

îòâåòñòâóþùèõ êëàññàõ ÿçûêîâ. Íàïðèìåð, ÿ÷åéêå (2,2) â òàáëèöå

îòâå÷àåò çàäà÷à ïðîâåðêè íåïóñòîòû ÿçûêà, çàäàííîãî ÄÊÀ.

Çàäà÷à Ä�6. (2 × 0.01 + 3 × 0.02) Ïîêàæèòå, ÷òî â êî-
ëîíêàõ 2�6 òàáëèöû ìîæíî ïîñòàâèòü çíàê P.

DA NA G N F

L(·) ?
= ∅

L(·) ?
=∞

w
?
∈ L(·)

w
?

/∈ L(·)
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìîæíî ñîñëàòüñÿ íà êîíêðåòíûé àëãîðèòì èç

êóðñà ÒÐßÏ è (ýòî îáÿçàòåëüíî!) ïðèâåñòè àðãóìåíòû, ïîêàçûâàþ-

ùèå, ÷òî ýòîò àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíûé. Äëÿ ýòîé çàäà÷è ìîæåò

îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé êíèãà [ÕÌÓ].

Èç îïðåäåëåíèÿ ïî÷òè î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ P êàê ìíîæåñòâî
ÿçûêîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé íàä ÿçûêàìè:
îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ, äîïîëíåíèÿ, êîíêàòåíàöèè. Íåñêîëüêî
òðóäíåå óñòàíîâèòü, ÷òî P çàìêíóò òàêæå îòíîñèòåëüíî èòåðàöèè.

10Êîíòðîëüíûå âîïðîñû: ïî÷åìó? Ìîæåòå ëè âû ïðèâåñòè îöåí-
êè?

11Îáðàòèòå, ïîæàëóéñòà, âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðåäèêàòû â íåêî-
òîðûõ ñòðîêàõ äîïîëíèòåëüíû, ò. å. ÿâëÿþòñÿ îòðèöàíèÿìè äðóã
äðóãà. Ýòî îòðàæàåò îäíó èç îñîáåííîñòåé ìèðà àëãîðèòìîâ, â êî-
òîðîì îòâåòû ¾Äà¿ è ¾Íåò¿ ïðèíöèïèàëüíî íåñèììåòðè÷íû. Êàæ-
äûé ïîíèìàåò, ÷òî ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðîãðàììà îñòàíîâèëàñü èëè
êîãäà îíà åùå ðàáîòàåò, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ, è ïîýòîìó, íàïðè-
ìåð, åñòü ïðåäèêàòû, äëÿ êîòîðûõ áûñòðûå àëãîðèòìû èçâåñòíû
äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè, à äëÿ ïðîâåðêè íåâûïîëíèìîñòè �
íåò (è íàîáîðîò). Çíàåòå ëè âû òàêèå ïðåäèêàòû?

Çàäà÷à 12. (0.02) Ïîêàæèòå, ÷òî êëàññ P çàìêíóò îò-
íîñèòåëüíî ∗-îïåðàöèè Êëèíè (L∗ = ε ∪ L ∪ L2 ∪ . . . ).

Íåìíîãî òåîðèè: êëàññ NP

Êëàññ P ñîñòàâëÿþò ïðåäèêàòû (= ñâîéñòâà, ÿçûêè), êîòîðûå
ìîæíî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìèàëüíîãî ïî âõîäó àëãîðèò-
ìà è èìåííî ñâîéñòâà ñâîéñòâà òàêèõ ÿçûêîâ èçó÷àþòÿ â ýòîì çà-
äàíèè. Íî Êëàññ NP ñîñòàâëÿþò ïðåäèêàòû, èìåþùèå ïîëèíîìè-
àëüíûå ïî âõîäó ñåðòèôèêàòû (äîêàçàòåëüñòâà). Ôîðìàëüíî, ïðå-
äèêàò L ïðèíàäëåæèò êëàññó NP, åñëè îí ïðåäñòàâèì â ôîðìå
L(x) = ∃ y [(|y| < poly(|x|)) ∧ R(x, y)], ãäå R(·, ·) ∈ P.
Íàïðèìåð, ïóñòü ïðåäèêàò R(x, y) = �y åñòü ãàìèëüòîíîâ12 öèêë

â ãðàôå x�. Áîëåå òî÷íî ìîæíî ñêàçàòü òàê: �x åñòü äâîè÷íûé êîä
íåêîòîðîãî ãðàôà, à y � êîä ãàìèëüòîíîâà öèêëà â ýòîì ãðàôå
(èñïîëüçóåì òàêîå êîäèðîâàíèå, ïðè êîòîðîì êîä öèêëà íå äëèííåå
êîäà ãðàôà), òàêèå ÷òî. . . �. Âîçüì¼ì poly(n) = n. Òîãäà L(x) â
òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî â ãðàôå x åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë.
Ñëîâî y ïîíèìàåòñÿ êàê �ïîäñêàçêà�, �ñåðòèôèêàò (= äîêàçà-

òåëüñòâî)� íàëè÷èÿ ñâîéñòâà.
Ðàññìîòðèì èãðîâóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ

NP.
Èìåþòñÿ äâà ïåðñîíàæà: êîðîëü Aðòóð, óìñòâåííûå ñïîñîáíî-

ñòè êîòîðîãî ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíû, è âîëøåáíèê Måðëèí,
êîòîðûé èíòåëëåêòóàëüíî âñåìîãóù è çíàåò ïðàâèëüíûå îòâåòû
íà âñå âîïðîñû. Êîðîëü A èíòåðåñóåòñÿ íåêîòîðûì ñâîéñòâîì L(x)
(íàïðèìåð, �åñòü ëè ó ãðàôà x ãàìèëüòîíîâ öèêë�). Âîëøåáíèê
æå M ïðèñòðàñòåí è õî÷åò, ÷òîáû êîðîëü ïðèçíàë íàëè÷èå ýòîãî
ñâîéñòâà (íó, ñêàæåì, ãðàô ñòðåìèòñÿ ê çâàíèþ ãàìèëüòîíîâà è äàë
M âçÿòêó).A íå äîâåðÿåò ñâîåìó âîëøåáíèêó, çíàÿ åãî êîðûñòîëþ-
áèå (íà ðîäíîì ÿçûêå êîðîëÿ ýòî, âèäèìî, çâó÷àëî áû òàê:�He is too
clever to be honest�13), è õî÷åò èìåòü âîçìîæíîñòü ñàìîñòîÿòåëüíî
ïðîâåðèòü ïðåäëîæåííûé M îòâåò.
Ïîýòîìó îíè äåéñòâóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. A è M îáà èçó÷à-

þò �ëè÷íîå äåëî� ãðàôà (åãî êîäèðîâêó) x, ïîñëå ÷åãîM ñîîáùàåò
íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ (ñëîâî y), êîòîðàÿ äîëæíà óáåäèòü A, ÷òî
L(x) = 1. Èñïîëüçóÿ ýòó èíôîðìàöèþ,A ïðîâåðÿåò óáåäèòåëüíîñòü
àðãóìåíòîâ M íåêîòîðûì ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì R(x, y).
Â ýòèõ òåðìèíàõ îïðåäåëåíèå êëàññà NP ìîæíî ñôîðìóëèðî-

âàòü òàê: ñâîéñòâî L ïðèíàäëåæèò êëàññó NP, åñëè ó Aðòóðà
åñòü òàêîé ïîëèíîìèàëüíûé ñïîñîá R(·, ·) ïðîâåðêè óáåäèòåëüíî-
ñòè äîâîäîâ Måðëèíà, ÷òî ïðè L(x) = 1 ó M åñòü ñåðòèôèêàò
y, |y| < poly(|x|), óáåæäàþùèéA (ò.å. R(x, y) = 1). À åñëè L(x) = 0,
òî êàê áû M íè èçîùðÿëñÿ, A íå ïîâåðèò, ÷òî L(x) = 1, ò.ê. ïðè
ëþáîì ñåðòèôèêàòå R(x, y) = 0.
Ýêâèâàëåíòíî NP ìîæíî îïðåäåëèòü, êàê êëàññ ÿçûêîâ, ðàñïî-

çíàâàåìûõ íåäåòåðìèíèðîâàííûìè ïîëèíîìèàëüíûìè ÌÒ. Òàêàÿ
ìàøèíà ñîâåðøàåò ïîëèíîìèàëüíîå ïî äëèíå âõîäà ÷èñëî ïåðåõî-
äîâ, íî íà êàæäîì øàãå ìîæåò ñàìà âûáèðàòü ñèíòàêñè÷åñêè äî-
ïóñòèìûé ïåðåõîä. Êàê óæå îòìå÷àëîñü â äîèñòîðè÷åñêèå âðåìåíà,
ìåõàíèçì èíäåòåðìèíèçìà â ïðèðîäå, âðîäå áû, íå íàáëþäàåòñÿ è
ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíî äëÿ òîãî, ÷òîáû õîòü ÷òî-òî óçíàòü î ïðåäïî-
ëîæèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷ (= ÿçûêîâ).

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü ïî Êàðïó (èëè ïîëèíîìè-
àëüíàÿ many-to-one-ñâîäèìîñòü èëè ïîëèíîìèàëüíàÿ mapping-
ñâîäèìîcòü) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäèêàò L1 ïî-
ëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê ïðåäèêàòó L2 (îáîçíà÷åíèå L1 ≤p L2),
åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f(·), âû÷èñëèìàÿ íåêîòîðûì ïî-
ëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì, ÷òî ∀x

(
x ∈ L1 ⇔ f(x) ∈ L2

)
.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî åñëè L1 ≤p L2, òî
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå èìïëèêàöèè: (i) L2 ∈ P ⇒ L1 ∈ P; (ii)
L1 /∈ P ⇒ L2 /∈ P; (iii) L2 ∈ NP ⇒ L1 ∈ NP.
Ïðåäèêàò L ∈ NP íàçûâàåòñÿ NP-ïîëíûì, åñëè ëþáîé ïðåäè-

êàò èç NP ê íåìó ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ.
Ñàìûì èçâåñòíûì NP-ïîëíûì ïðåäèêàòîì ÿâëÿåòñÿ (ñîãëàñíî

òåîðåìå Êóêà-Ëåâèíà) ïðåäèêàò Âûïîëíèìîñòü: SAT (x) = 1⇐⇒

12Ïðîñòîé (íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ) çàìêíóòûé îáõîä âåðøèí
ãðàôà. Íàçâàí òàê ïî èìåíè òîãî ñàìîãî Ó.Ð. Ãàìèëüòîíà (òåîðåìà
Ãàìèëüòîíà-Êýëè, óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà è ò.ä.).

13Ïðåäëîæèë À.Øåíü.



x åñòü ôîðìóëà14 ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè è ñèìâîëàìè (¬, ∨, ∧),
êîòîðàÿ èíîãäà èñòèííà (îáû÷íî â êà÷åñòâå ôîðìóëû ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ïðîñòî êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà, ïðè÷åì ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäûé äèçúþíêò âõîäèò íå áîëåå 3 ïåðåìåííûõ
èëè èõ îòðèöàíèé, ò.í. 3-ÊÍÔ ïðåäèêàò).
NP-ïîëíûå ïðåäèêàòû � ñàìûå ñëîæíûå â êëàññå NP: åñëè

íåêîòîðûé NP-ïîëíûé ïðåäèêàò ìîæíî âû÷èñëÿòü çà âðåìÿ T (n),
òî ëþáîé ïðåäèêàò L ∈ NP ìîæíî âû÷èñëÿòü çà âðåìÿ T (nc) äëÿ
íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà c(L).

Çàäà÷à 13. (0.01) Ïîêàæèòå, ÷òî êëàññ NP çàìêíóò îò-
íîñèòåëüíî ∗-îïåðàöèè Êëèíè. Óêàæèòå, êàê ïîñòðîèòü
äëÿ ðåçóëüòèðóþùåãî ÿçûêà L∗, L ∈ NP ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ñåðòèôèêàò �y� è ïðîâåðî÷íûé ïðåäèêàò R(x, y).

Çàäà÷à 14. (0.01) Ïîêàæèòå, ÷òî êëàññó NP ïðèíàä-
ëåæèò ÿçûê íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè îò 2017 íåèçâåñòíûõ, è ïî-
ñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùèé ñåðòèôèêàò �y� è ïðîâåðî÷íûé
ïðåäèêàò R(x, y).

Çàäàíèå íà ÷åòâåðòóþ íåäåëþ: 27.02�5.03. [0.1]
Êëàññû NP è co−NP

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü
Ðàçäåë 4 ïðîãðàììû

Ëèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1, Ãëàâà 36]
[Êîðìåí 3, Ãëàâà 34], [ÄÏÂ, Ãëàâà 8]

Çàäà÷à 15. (0.02) Ïîêàæèòå, ÷òî êëàññó NP ïðèíàä-
ëåæèò ÿçûê íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè îò 2017 íåèçâåñòíûõ è ïî-
ñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùèå ñåðòèôèêàòû �y� è ïðîâåðî÷-
íûå ïðåäèêàòû R(x, y).

Çàäà÷à Ä�7. (0.03) ßçûê èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïðè
äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïåðåìåííûå {xi}
öåëî÷èñëåííûå. Åñëè ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòè,
òî ðàçáåðèòå ñëó÷àé, êîãäà íåèçâåñòíûõ äâà (k = 2).

Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåð ÿçûêà, ïðèíàäëåæíîñòü êîòîðîãî êëàñ-
ñó NP ñîâåðøåííî íå î÷åâèäíà.

Ñíà÷àëà âñïîìíèì êîå-êàêèå ýëåìåíòàðíûå ñâåäåíèÿ î ïîëå âû-

÷åòîâ (mod p) Ïðîñòî ïîíÿòü, ÷òî â NP ëåæèò ÿçûê ñîñòàâíûõ

÷èñåë A = {1, 4, 6, 8, 9, 10, . . .} (ñåðòèôèêàòîì ñëóæàò ïðåäúÿâëÿ-

åìûå ñîìíîæèòåëè). Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â NP ëåæèò è ÿçûê

B = Z \ A = {2, 3, 5, 7, 11, . . .} ïðîñòûõ ÷èñåë15. Ïîëèíîìèàëüíûé

ñåðòèôèêàò óñòðîåí õèòðî. Êàê ìû çíàåì, p ∈ B ⇔ ∃g : {gi

(mod p), i = 1, 2, . . . , p − 1} = {1, 2, . . . , p − 1} (íàïèñàíî ðàâåíñòâî
ìíîæåñòâ). Ïîñêîëüêó äëèíà çàïèñè ÷èñëà p ñîñòàâëÿåò log p, òî

äëèíà ñåðòèôèêàòà äîëæíà áûòü poly(log p). È åñëè áûñòðî âîçâî-

äèòü ÷èñëà (mod p) â ñòåïåíü ìû åùå óìååì16, òî âñå ðàâíî ìàñ-

ñèâ {gi (mod p)} ñëèøêîì äëèííûé. Íî, êàê ìû ïîìíèì, âû÷åò g ñ

íóæíûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-

ïîëíåíî g
p−1
p1 6= 1 (mod p), . . . , g

p−1
pk 6= 1 (mod p), ãäå p1, . . . , pk �

ýòî âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà p − 1 = pl11 . . . p
lk
k . ×èñëî ïðîâå-

ðîê äåéñòâèòåëüíî óìåíüøèëîñü è ñòàëî ïîëèíîìèàëüíûì (èõ çà-

âåäîìî íå áîëüøå log p), íî, êàæåòñÿ, ÷òî ìû íè÷åãî íå âûèãðàëè:

14Êñòàòè, çäåñü ñàìîå âðåìÿ âñïîìíèòü ôîðìàëüíîå îïðåäåëå-
íèå ôîðìóëû.

15Â 2002 ãîäó ïîÿâèëàñü ñåíñàöèîííàÿ ðàáîòà, ïîêàçûâàþùàÿ,
÷òî B ∈ P. Åñëè âû áóäåòå ññûëàòüñÿ íà åå ðåçóëüòàòû, òî îáÿçàíû
ïðèâåñòè äîêàçàòåëüñòâî.

16Êîíòðîëüíûå âîïðîñû. Êàêèì îáðàçîì? Îáóæäàëàñü ëè òàêàÿ
çàäà÷à ðàíåå?

íàì âåäü íóæíî ðåøèòü òó æå çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ñåðòèôè-

êàòà ïðîñòîòû äëÿ âñåõ pj , j = 1, 2, . . . , k. Õèòðîñòü çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî íóæíî ïðèìåíèòü òó æå èäåþ ðåêóðñèâíî, ïîñêîëüêó

äëèíà ñåðòèôèêàòîâ äëÿ âñåõ pi ñèëüíî óìåíüøèëàñü! Ôàêòè÷åñêè

ñåðòèôèêàòîì áóäåò äåðåâî ñ íóæíûìè ïîìåòêàìè â âåðøèíàõ, è

íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóììàðíàÿ äëèíà âñåõ ó÷àñòâóþùèõ â

îïèñàíèè äåðåâà êîìïîíåíòîâ îñòàíåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ïî log p.

Çàäà÷à 16. (0.02) Ïîñòðîéòå NP -ñåðòèôèêàò ïðîñòîòû
äëÿ ÷èñëà p = 3911, g = 13. Ïðîñòûìè â ðåêóðñèâíîì
ïîñòðîåíèè ñ÷èòàþòñÿ òîëüêî ÷èñëà 2, 3, 5 (îíè ñàìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ñâîèìè ñåðòèôèêàòàìè).

Çàäà÷à 17. (0.01) Ïîêàæèòå, ÷òî ÿçûê ðàçëîæåíèÿ íà
ìíîæèòåëè (ôàêòîðèçàöèè) Lfactor = {(N,M) ∈ Z2 |
1 < M < N è N èìååò äåëèòåëü d, 1 < d ≤ M} ïðèíàä-
ëåæèò NP ∩ co−NP.

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü.

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü ïî Êàðïó (èëè ïîëèíîìè-
àëüíàÿ many-to-one-ñâîäèìîñòü èëè ïîëèíîìèàëüíàÿ mapping-
ñâîäèìîñòü). Ïðåäèêàò L1 ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê ïðåäèêà-
òó L2 (îáîçíà÷åíèå L1 ≤p L2), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ
f(·), âû÷èñëèìàÿ íåêîòîðûì ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì, ÷òî
∀x
(
x ∈ L1 ⇔ f(x) ∈ L2

)
.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî åñëè L1 ≤p L2, òî
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå èìïëèêàöèè: (i) L2 ∈ P ⇒ L1 ∈ P; (ii)
L1 /∈ P ⇒ L2 /∈ P; (iii) L2 ∈ NP ⇒ L1 ∈ NP.
Õî÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ñâîäèìîñòè íåòðè-

âèàëüíîå, è ñ åãî íåïîíèìàíèåì ñâÿçàíî áîëüøèíñòâî îøè-
áîê. Íàïðèìåð, ïîïðîáóéòå ñðàçó, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ,
îòâåòèòü íà ñîâåðøåííî ïóñòÿêîâûé âîïðîñ: ïðàâäà ëè,
÷òî ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü âçàèìíî- îäíîçíà÷íàÿ?

Íåôîðìàëüíî ñâîäèìîñòè óïîðÿäî÷èâàþò ðàçëè÷íûå ÿçûêè ïî
ñëîæíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ÿçûê A ïîëè-
íîìèàëüíî ñâîäèòñÿ (ïî Êàðïó) ê ÿçûêó B, ïî îïðåäåëåíèþ, îçíà-

÷àåò, ÷òî âûÿñíèòü ïðèíàäëåæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà w
?
∈ A

ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå ïî äëèíå |w| âðåìÿ, åñëè â êîíöå âû÷èñ-
ëåíèÿ ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê ïîäïðîãðàììå- îðàêóëó, êîòîðàÿ ìîæåò
îïðåäåëèòü ïðèíàäëåæíîñòü ÿçûêó B ïðîèçâîëüíûõ íå ñëèøêîì
äëèííûõ ñëîâ (äëèíû íå áîëåå poly(|w|)). Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîöåäóðà

ðàñïîçíàâàíèÿ ñëîâà w
?
∈ A çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ñíà÷àëà çà

ïîëèíîìèàëüíîå (ïî äëèíå |w|) âðåìÿ ïðåîáðàçóåì w â íåêîòîðîå
ñëîâî u, òàêîå ÷òî |u| ≤ poly(|w|), w ∈ A ⇔ u ∈ B, ÷òî íåôîðìàëü-
íî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñïîçíàâàíèå ÿçûêà B âî âñÿêîì ñëó÷àå íå ëåã÷å
ðàñïîçíàâàíèÿ ÿçûêà A. Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ èëëþñòðàöè-
åé ýòèõ ñîîáðàæåíèé.

Çàäàíû n òî÷åê ïëîñêîñòè V ñ êîîðäèíàòàìè
{(x1, y1), . . . (xn, yn)}. Òðåáóåòñÿ íàéòè èõ âûïóêëóþ îáîëî÷-
êó, ò. å. íàèìåíüøåå ïî âêëþ÷åíèþ âûïóêëîå ìíîæåñòâî SV , òàêîå
÷òî V ⊆ SV . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü âû÷èñëåíèé, â êîòî-
ðîé çà åäèíèöó âðåìåíè ìîæíî âûïîëíÿòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè:
1) ñðàâíåíèå äâóõ ÷èñåë; 2) ñëîæåíèå ÷èñåë; 3) âîçâåäåíèå ÷èñëà â
êâàäðàò (ò. å. âû÷èñëåíèå x2 ïî çàäàííîìó x).

Çàäà÷à Ä�8. (0.02) Â îïèñàííîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé
çàäà÷à ñîðòèðîâêè n ÷èñåë çà ëèíåéíîå âðåìÿ ñâîäèòñÿ
ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè n òî÷åê ïëîñêî-
ñòè.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñîðòèðîâêè îêàçûâàåòñÿ íå ñëîæíåå

çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè. Áîëåå òîãî, åñëè äîêà-
çàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè íèæíÿÿ îöåíêà ñîðòèðîâêè
Ω(n logn) ñîõðàíÿåòñÿ17, òî ìû ïîëó÷èì îïòèìàëüíóþ Ω(n logn)
íèæíþþ îöåíêó äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè, ïîñêîëüêó
àëãîðèòìû, èìåþùèå òàêóþ òðóäîåìêîñòü, èçâåñòíû.

17Ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìó óòâåðæäåíèþ, êîãäà áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ñëîæíîñòü ñîðòèðîâêè ïîïàðíûìè ñðàâíåíèÿìè.



Çàäà÷à 18. (0.03) ßçûê ÃÏ ñîñòîèò èç âñåõ ãðàôîâ, èìå-
þùèõ ãàìèëüòîíîâ ïóòü (íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ ïóòü,
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå âåðøèíû ãðàôà). ßçûê ÃÖ ñîñòî-
èò èç âñåõ ãðàôîâ, èìåþùèõ ãàìèëüòîíîâ öèêë (öèêë,
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå âåðøèíû, â êîòîðîì âñå âåðøè-
íû, êðîìå ïåðâîé è ïîñëåäíåé, ïîïàðíî ðàçëè÷íû). Ïî-
ñòðîéòå ÿâíûå ïîëèíîìèàëüíûå ñâîäèìîñòè ÃÏ ê ÃÖ è
íàîáîðîò. Ãðàôû çàäàþòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè.

Â êóðñå ÒÐßÏ ìû ïîñòðîèëè ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïðîâåð-

êè íåýêèâàëåíòíîñòè ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ, çàäàííûõ ÄÊÀ. À êàêîâà

ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ïðåäèêàòà, åñëè îäèí èëè îáà ÿçûêà,

ïðåäñòàâëåíû ÍÊÀ?

Çàäà÷à Ä�9. (0.03) Ïîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à ïðîâåð-
êè íåýêâèâàëåíòíîñòè ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ, çàäàííûõ
ÍÊÀ, â óíàðíîì (îäíîáóêâåííîì) àëôàâèòå ïðèíàäëå-
æèò êëàññó NP.
Ãðàô G(V,E) íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì, åñëè åãî ìîæíî âëîæèòü

â ïëîñêîñòü, ò. å. ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå f : G→ R2, ïîñûëàþùåå

âåðøèíû V â ðàçëè÷íûå òî÷êè ïëîñêîñòè, à ðåáðà E � â êðèâûå

(êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü ëîìàíûìè), ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå òî÷êè-âåðøèíû, ïðè ýòîì êðèâûå-ðåáðà èìåþò ïðàâî ïåðåñå-

êàòüñÿ òîëüêî ïî âåðøèíàì. Ñîîòâåòñòâåííî, ãðàô G(V,E) íàçû-

âàåòñÿ òîðè÷åñêèì, åñëè åãî ìîæíî âëîæèòü â òîð � ïîâåðõíîñòü

áóáëèêà � T = S1 × S1 (S1 � ýòî ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå îäíî-

ìåðíîé ñôåðû � îêðóæíîñòè). Ïî îïðåäåëåíèþ, ëþáîé ïëàíàðíûé

ãðàô ÿâëÿåòñÿ òîðè÷åñêèì, íî íå íàáîðîò. Êàê èçâåñòíî, íà ïëîñ-

êîñòè íåëüçÿ íàðèñîâàòü áåç ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð (âëîæèòü) íè ãðàô

K5 (ïîëíûé ïÿòèâåðøèííèê), íè ãðàô K3,3 (òðè äîìà, òðè êîëîä-

öà), íî èõ ìîæíî âëîæèòü â òîð, ïîñêîëüêó íà ïëîñêîñòè óäàåòñÿ

èçîáðàçèòü âñå ðåáðà ýòèõ ãðàôîâ, êðîìå îäíîãî, êîòîðîå ìîæíî

ïóñòèòü ïî ðó÷êå (âäîëü ïàðàëëåëè òîðà). Àïðèîðè íå î÷åíü ïî-

íÿòíî, óäàñòñÿ ëè òàêîé òðþê ñ ãðàôîì K6 (ïîëíûé 6-âåðøèííèê)

èëè, òåì áîëåå, ñ ãðàôîì K7 (ïîëíûé 7-âåðøèííèê).

Çàäà÷à Ä�10. (0.01) Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå, ÷òî
ãðàôK7 ÿâëÿåòñÿ òîðè÷åñêèì. Òîð óäîáíî èçîáðàæàòü ïðÿìî-
óãîëüíèêîì ñ îòîæäåñòâëåííûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè.

Çàäà÷à Ä�11. (0.02) Ïîêàæèòå, ÷òî êëàññ òîðè÷åñêèõ
ãðàôîâ ïðèíàäëåæèò NP.

Çàäàíèå íà ïÿòóþ íåäåëþ: 6.03�12.03. [0.1]
Êëàññû NP è co−NP

NP -ïîëíûå ÿçûêè. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü
Ðàçäåë 4 ïðîãðàììû

Ëèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1, Ãëàâà 36]
[Êîðìåí 3, Ãëàâà 34], [ÄÏÂ, Ãëàâà 8]

Ñàìûé èçâåñòíûé NP -ïîëíûé ÿçûê � ýòî, êîíå÷íî, ÂÛÏÎË-
ÍÈÌÎÑÒÜ, êîòîðûé ñîñòîèò èç êîäèðîâîê âñåõ âûïîëíèìûõ áó-
ëåâûõ ôîðìóë. Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ êàæäîé ôîðìóëû 18 èç ÿçû-
êà ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ,
ïðè êîòîðûõ ýòà ôîðìóëà èñòèííà. Ìîæíî ñ÷èòàòü ôîðìóëû íå
ïðîèçâîëüíûìè, à, íàïðèìåð, ÊÍÔ èëè äàæå 3-ÊÍÔ, ó êîòîðûõ â
êàæäûé äèçúþíêò âõîäèò íå áîëåå 3 ïåðåìåííûõ. Â ïîñëåäíåì ñëó-
÷àå ïîëó÷àåì ÿçûê 3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ. Ìîæíî äîïîëíèòåëü-
íî ïðåäïîëàãàòü, êàê ýòî äåëàåòñÿ â [Êîðìåí 1] èëè [Êîðìåí 2],
÷òî â êàæäûé äèçúþíêò âõîäèò ðîâíî òðè ëèòåðàëà è ÷òî âñå ëè-
òåðàëû â êàæäîì äèçúþíêòå 3-ÊÍÔ ðàçëè÷íû. Íî îò ýòîãî òðåáî-
âàíèÿ ìîæíî è îòêàçàòüñÿ, åñëè îêàæåòñÿ ïðîùå ñòðîèòü êàêèå-òî

18Ïðîâåðüòå ñåáÿ: ïðèâåäèòå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå áóëåâîé
ôîðìóëû. ×åì îòëè÷àåòñÿ áóëåâà ñõåìà îò áóëåâîé ôîðìóëû?

ñâîäèìîñòè, ò. å. ðàññìîòðåòü áîëåå øèðîêèé ïîëíûé ÿçûê, â êîòî-
ðîì ëèòåðàëû â äèçúþíêòàõ ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ è â êàæäûé äèçú-
þíêò âõîäèò íå áîëåå òðåõ ëèòåðàëîâ. Òàêîé òðàêòîâêè ÿçûêà
3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ìû è áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ â ýòîì
çàäàíèè. Òîãäà ïðè ÷àñòî èñïîëüçóåìîì ïðåîáðàçîâàíèè 3-ÊÍÔ â
ÐÎÂÍÎ-3-ÊÍÔ ìîæíî ïðîñòî äîïîëíèòü äèçúþíêò íóæíûì ÷èñ-
ëîì ëèòåðàëîâ. Íàïðèìåð, äèçúþíêò ¬x2 ∨ x3 ïåðåïèñûâàåòñÿ â
ýêâèâàëåíòíîì âèäå ¬x2 ∨ x3 ∨ x3 èëè ¬x2 ∨ x3 ∨ ¬x2. Äðóãîå äå-
ëî, ÷òî íåêîòîðûå ñâîäèìîñòè ïðè òàêîì ïîíèìàíèè 3-ÊÍÔ, âîç-
ìîæíî, ïåðåñòàíóò âûïîëíÿòüñÿ, è òîãäà íóæíî óòî÷íèòü è/èëè
èçìåíèòü ñàìè ñâîäèìîñòè.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ NP -ïîëíûõ ÿçûêîâ.

ÏÐÎÒÛÊÀÞÙÅÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ Äàíî ñåìåéñòâî êîíå÷-
íûõ ìíîæåñòâ {A1, . . . , Am} è íàòóðàëüíîå ÷èñëî k. Ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî ìîùíîñòè k, ïåðåñåêàþùåå êàæäîå Ai. ßçûê îñòàåòñÿ
NP -ïîëíûì, äàæå åñëè ïðåäïîëîæèèòü, ÷òî ìîùíîñòè âñåõ Ai
ðàâíû 2.

ÊËÈÊÀ. Äàíû íåîðèåíòèðîâàíûé ãðàô G è íàòóðàëüíîå ÷èñëî
k. Â G åñòü êëèêà (ïîëíûé ïîäãðàô) íà k âåðøèíàõ.

ÂÅÐØÈÍÍÎÅ ÏÎÊÐÛÒÈÅ
ÕÐÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ×ÈÑËÎ. Äàíû íåîðèåíòèðîâàíûé

ãðàô G è íàòóðàëüíîå ÷èñëî k. Âåðøèíû G ìîæíî ðàñêðàñèòü â k
öâåòîâ òàê, ÷òîáû ñìåæíûå âåðøèíû áûëè îêðàøåíû â ðàçíûå öâå-
òà. Ïðè k = 3 ïîëó÷àåì ÿçûê 3-COLOR è îí òàêæå NP -ïîëíûé.

ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÃÐÀÔ. Äàí íåîðèåíòèðîâàíûé ãðàô G, â
êîòîðîì åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë. Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò öèê-
ëè÷åñêèé îáõîä âñåõ âåðøèí ãðàôà, íå ïîïàäàþùèé íè â êàêóþ
âåðøèíó äâàæäû.

ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ èëè ÇÀÄÀ×À Î ÊÀÌÍßÕ Äàíî êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî (êó÷à) êàìíåé A, ïðè÷åì âåñ êàæäîãî êàìíÿ a ∈ A
ÿâëÿåòñÿ öåëûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì s(a). Ìîæíî ðàçáèòü A
íà äâå êó÷è îäèíàêîâîãî âåñà. Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò òàêîå
ïîäìíîæåñòâî A′ ∈ A, ÷òî

∑
a∈A′ s(a) =

∑
a∈A\A′ s(a).

3-ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ. Äàíî ìíîæåñòâî M ⊆W ×X ×Y , ãäå W,X è
Y � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå îäèíàêîâîå ÷èñëî
ýëåìåíòîâ q. Â M åñòü òðåõìåðíîå ñî÷åòàíèå, ò. å. òàêîå ïîäìíî-
æåñòâî M ′ ⊆ M ìîùíîñòè q, íèêàêèå äâà ýëåìåíòà êîòîðîãî íå
èìåþò íè îäíîé îäèíàêîâîé êîîðäèíàòû.

ÐÞÊÇÀÊ. Äàíà íàòóðàëüíûå ÷èñëà {a1, . . . , an} è íàòóðàëüíîå
÷èñëî b, òàêèå ÷òî ñóììà íåêîòîðûõ ai ðàâíà b.

max−2-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ. Äàíà 2-ÊÍÔ (ò. å. ÊÍÔ, â êàæ-
äóþ äèçúþíêöèþ êîòîðîé âõîäèò íå áîëåå äâóõ ëîãè÷åñêèõ ïåðå-
ìåííûõ) è äâîè÷íîå ÷èñëî k. Ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð çíà÷åíèé
ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ k èëè áîëåå äèçúþíê-
öèé.

ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÐÀÇÐÅÇ. Äàí ãðàô G è íàòóðàëüíîå
÷èñëî k. Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà, ìåæäó êîòîðûìè ìîæíî ïðîâåñòè íå
ìåíåå k ðåáåð.

Èíîãäà ãîâîðÿò î âçâåøåííîì âàðèàíòå çàäà÷è. Äàí ãðàô
G(V,E) ñ íåîòðèöàòåëüíîé âåñîâîé ôóíêöèåé íà ðåáðàõ w : E →
Z+ è íàòóðàëüíîå ÷èñëî k. Ìîæíî íàéòè äèçúþíêòíîå ðàçáèåíèå
ìíîæåñòâà V = V1tV2, òàêîå ÷òî ñóììà âåñîâ ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ
V1 è V2, íå ìåíåå k.

N[ot]A[ll]E[qual]-SAT. Äàíà ÊÍÔ-ôîðìóëà, äëÿ êîòîðîé ñó-
ùåñòâóåò íàáîð, òàêîé ÷òî â êàæäîì äèçúþíêòå åñòü èñòèííûé è
ëîæíûé ëèòåðàëû.

Çàôèêñèðóåì âûïîëíèìóþ ÊÍÔ ψ(x1, x2, x3) = (x1 ∨ x2 ∨ ¬x3)
[çàâèñÿùóþ îò òðåõ ïåðåìåííûõ è èìåþùóþ 1 äèçúþíêò] è ÍÅâû-
ïîëíèìóþ ÊÍÔ χ(x1, x2) = (x1 ∨x2)∧ (x1 ∨¬x2)∧¬x1 [çàâèñÿùóþ
îò äâóõ ïåðåìåííûõ è èìåþùóþ 3 äèçúþíêòà].

Âåçäå íèæå ìû áóäåì èëëþñòðèðîâàòü ñâîäèìîñòè, èñïîëüçóÿ

èìåííî ýòè ÊÍÔ.

Çàäà÷à 19. (0.01) Â [Êîðìåí 1] èëè [Êîðìåí 2] ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ÿçûêå 3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ (ïî
Êîðìåíó) â êàæäûé äèçúþíêò âõîäèò ðîâíî òðè ëè-
òåðàëà è âñå ëèòåðàëû â êàæäîì äèçúþíêòå ðàçëè÷íû.
Óêàæèòå, êàê çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðåîáðàçîâàòü



ïðîèçâîëüíóþ 3-ÊÍÔ φ, â êîòîðîé â êàæäîì äèçúþíê-
òå ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå òðåõ ëèòåðàëîâ, ïðè÷åì ëèòåðà-
ëû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ, â ÐÎÂÍÎ-3-ÊÍÔ φ̃, â êîòîðîé
â êàæäûé äèçúþíêò âõîäèò ÐÎÂÍÎ òðè íåïîâòîðÿþ-
ùèõñÿ ëèòåðàëà. Ïðè ýòîì φ äîëæíà áûòü âûïîëíèìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíèìà φ̃. Èíûìè ñëî-
âàìè, ïîñòðîéòå ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü ÿçûêà 3-
ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ê ÿçûêó 3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ
(ïî Êîðìåíó).

Çàäà÷à 20. (2×0.01) Ïîñòðîéòå ñâîäèìîñòü ÿçûêà ÂÛ-
ÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ê ÿçûêó ÏÐÎÒÛÊÀÞÙÅÅ ÌÍÎ-
ÆÅÑÒÂÎ.
Êîíñòðóêöèÿ òàêîâà. Ïóñòü φ(x1, . . . , xn) ÊÍÔ. Ïîñòðî-

èì ïî ÊÍÔ ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ Aφ áàçîâîãî ìíîæåñòâà
{x1, . . . , xn,¬x1, . . . ,¬xn}. Âî-ïåðâûõ, âêëþ÷èì â Aφ n ïîäìíî-
æåñòâ âèäà Ai = {xi,¬xi}, i = 1, . . . , n. Âî-âòîðûõ, äëÿ êàæäîãî
äèçúþíêòà C, âõîäÿùåãî â φ(·), äîáàâèì ê Aφ ïîäìíîæåñòâî AC ,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ âõîäÿùèõ â C ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (åñëè â C
âõîäèò ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ xi, òî âêëþ÷àåì â AC ýëåìåíò xi, à
åñëè â C âõîäèò ïåðåìåííàÿ ¬xi,òî âêëþ÷àåì â AC ýëåìåíò ¬xi).
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñâîäèìîñòè íóæíî äîêàçàòü, ÷òî èñõîäíàÿ

ÊÍÔ φ(·) âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Aφ èìå-
åò ïðîòûêàþùåå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè n. Îáîñíîâàíèå ëåãêî

ïîëó÷èòü, åñëè ðåøèòü äâå ñëåäóþùèå çàäà÷è.

(i) Óêàæèòå äëÿ ñåìåéñòâà Aψ ñîîòâåòñòâóþùåå òðåõ-
ýëåìåíòíîå ïðîòûêàþùåå ìíîæåñòâî.
(ii) Äîêàæèòå, ÷òî ìîùíîñòü ëþáîãî ïðîòûêàþùåãî ìíî-
æåñòâà äëÿ ñåìåéñòâà Aχ áîëüøå äâóõ.

Åñëè èñïîëüçîâàòü ïîëíûé ÿçûê 3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ, òî èç
ïîñòðîåííîé ñâîäèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî ÿçûê îñòàåòñÿ NP -ïîëíûì,
äàæå åñëè âñå Ai èìåþò íå áîëåå 3 ýëåìåíòîâ. Íî îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ÿçûê îñòàåòñÿ NP -ïîëíûì, äàæå åñëè âñå Ai äâóõýëåìåíò-
íûå. Åñëè îòîæäåñòâèòü ýòè ïàðû ýëåìåíòîâ ñ ðåáðàìè íåêîòî-
ðîãî ãðàôà, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ÿçûê èçâåñòåí êàê ÂÅÐØÈÍ-
ÍÎÅ ÏÎÊÐÛÒÈÅ: äàíû íåîðèåíòèðîâàíûé ãðàô G = (V,E)
è íàòóðàëüíîå ÷èñëî k. î Â G åñòü âåðøèííîå ïîêðûòèå ìîù-
íîñòè k, ò. å. òàêîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí V ′ ⊆ V ìîùíîñòè k,
÷òî õîòÿ áû îäèí êîíåö êàæäîãî ðåáðà âõîäèò â V ′. Ïîêàæåì,
÷òî ýòîò ÿçûê òàêæå NP -ïîëîí. Äëÿ ýòîãî ñâåäåì ê íåìó ÿçûê 3-
ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ19. Âî-ïåðâûõ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñõîäíàÿ
ÊÍÔ äîïîëíåíà äî ÐÎÂÍÎ-3-ÊÍÔ è â êàæäûé åå äèçúþíêò âõî-
äèò ðîâíî òðè ëèòåðàëà. Ïîñòðîèì ïî ÊÍÔ φ(x1, . . . , xn) ãðàô Gφ,
âåðøèíû êîòîðîãî ïîìå÷åíû è äåëÿòñÿ íà ëèòåðàëüíûå è äèçú-
þíêòíûå. Äëÿ êàæäîé ëîãè÷åñêîé ïåðåìåííîé xi îáðàçóåì ïàðó
ñìåæíûõ ëèòåðàëüíûõ âåðøèí, ïîìå÷åííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, xi
è ¬xi. Äëÿ êàæäîãî 3-äèçúþíêòà C îáðàçóåì òðè ñìåæíûõ äèçú-
þíêòíûõ âåðøèíû, ïîìå÷åííûõ ïåðåìåííûìè ýòîãî äèçúþíêòà.
Êàæäóþ äèçúþíêòíóþ âåðøèíó ñîåäèíèì ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ëè-
òåðàëüíîé âåðøèíîé, èìåþùåé òó æå ìåòêó. Åñëè φ èìåëà m äèçú-
þêòîâ, òî, ïî ïîñòðîåíèþ, Gφ èìååò 2n+ 3m âåðøèí.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñâîäèìîñòè íóæíî äîêàçàòü, ÷òî φ âûïîëíè-

ìà, åñëè è òîëüêî åñëè G èìååò âåðøèííîå ïîêðûòèå ìîù-

íîñòè n + 2m. Îáîñíîâàíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî, åñëè ðåøèòü

ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 21. (2 × 0.01) (i) Óêàæèòå äëÿ ãðàôà Gψ ñîîò-
âåòñòâóþùåå (nnew(ψ)+2mnew(ψ))-âåðøèííîå ïîêðûòèå.
(ii) Äîêàæèòå, ÷òî ìîùíîñòü ëþáîãî âåðøèííîãî ïîêðû-
òèÿ äëÿ ãðàôà Gχ áîëüøå (nnew(χ) + 2mnew(χ)).
Çäåñü nnew(·), mnew(·) îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî ïå-

ðåìåííûõ è ÷èñëî äèçúþíêòîâ ÊÍÔ ïîñëå åå ïðåîáðàçîâàíèÿ â

ÐÎÂÍÎ-3-ÊÍÔ.

19Â êíèãå [Êîðìåí 1, �36.5.2] ñòðîèòñÿ äðóãàÿ ñâîäèìîñòü, èñ-
ïîëüçóþùàÿ NP -ïîëíûé ÿçûê ÊËÈÊÀ.

Â [Êîðìåí 1, �36.5.1] èëè [Êîðìåí 2, �34.5.1] îïèñàíî ïî-
ñòðîåíèå ïî ëþáîé ÐÎÂÍÎ-3-ÊÍÔ φ(x1, . . . , xn) ñ m äèçúþíêòàìè
ãðàôà G̃φ íà 3m âåðøèíàõ, â êîòîðîì èìååòñÿ êëèêà ðàçìåðà m
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ(x1, . . . , xn) âûïîëíèìà. Ñëåäóþùàÿ
çàäà÷à ïîñâÿùåíà ýòîé ñâîäèìîñòè. Êîíñòðóêöèÿ òàêîâà. Êàæäî-
ìó äèçúþíêòó îòâå÷àåò òðîéêà âåðøèí-ïåðåìåííûõ, à ðåáðî ñî-
åäèíÿåò âåðøèíû u è v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïðèïèñàíû
ðàçíûì äèçúþíêòàì, à îòâå÷àþùèå èì ïåðåìåííûå íå ÿâëÿþòñÿ
îòðèöàíèåì äðóã äðóãà. Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïîñâÿùåíà ýòîé ñâî-
äèìîñòè. Ñíà÷àëà ψ è χ íóæíî ïðåîáðàçîâàòü â ÐÎÂÍÎ-3-ÊÍÔ,
êîòîðûå ñîäåðæàò m è n 3-äèçúþíêòîâ, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à 22. (2 × 0.01) (i) Óêàæèòå äëÿ ãðàôà G̃ψ ñîîò-
âåòñòâóþùóþ m-êëèêó.
(ii) Äîêàæèòå, ÷òî ìîùíîñòü ëþáîé êëèêè â ãðàôå G̃χ
ìåíüøå n.

Î NP -ïîëíîòå ÿçûêîâ ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÃÐÀÔ è ÐÀÇÁÈ-
ÅÍÈÅ ñì.: [Êîðìåí 1, �36.5.4] è [Êîðìåí 1, çàäà÷à 36.5-4]
(ñîîòâåòñòâåííî, [Êîðìåí 2, �34.5.3] è [Êîðìåí 1, çàäà÷à 34.5-
5]).

Îïèøåì ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü NP-ïîëíîãî
ÿçûêà 3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ê ÿçûêó max−2-
ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ (ýòèì áóäåò äîêàçàíà ïîëíîòà ÿçûêà
max−2-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ â NP, ïîñêîëüêó åãî ïðèíàäëåæ-
íîñòü NP î÷åâèäíà).

Ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì 3-ÊÍÔ â ýêâèâàëåíòíóþ 3-ÊÍÔ, â êîòî-

ðîé êàæäàÿ äèçúþíêöèÿ ñîäåðæèò â òî÷íîñòè 3 ïåðåìåííûå. Äëÿ

ëþáîé 3-ÊÍÔ α =
∧n

1 (ai ∨ bi ∨ ci), ãäå ai, bi, ci � ýòî ëèáî íåêîòî-

ðàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ, ëèáî åå îòðèöàíèå, ïîñòðîèì 2-ÊÍÔ

y ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ i-é äèçúþíêöèè (ai ∨ bi ∨ ci) âêëþ÷èì
â y 10 ñëåäóþùèõ äèçúþíêöèé: Li = {ai, bi, ci, di, ai ∨ ¬bi,¬ai ∨
¬ci,¬bi ∨ ¬ci,¬ai ∨ ¬di, bi ∨ ¬di, ci ∨ ¬di}, ãäå di, i = 1, . . . , n �

ýòî íîâûå ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå. Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ïðî-

âåðèòü, ÷òî åñëè i-ÿ äèçúþíêöèÿ âûïîëíèìà [â 3-ÊÍÔ], òî ìîæíî

òàê ïîäîáðàòü çíà÷åíèå ïåðåìåííîé di, ÷òî íå ìåíåå q äèçúþíêöèé

èç Li áóäóò âûïîëíèìû. À åñëè i-ÿ äèçúþíêöèÿ íåâûïîëíèìà [â

3-ÊÍÔ], òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé di, ìåíüøå q äèçú-

þíêöèé èç Li áóäóò âûïîëíèìû. (q � ýòî ïàðàìåòð, êîòîðûé âû

äîëæíû íàéòè ñàìîñòîÿòåëüíî.) Òàêèì îáðàçîì, åñëè èñõîäíàÿ 3-

ÊÍÔ α âûïîëíèìà, òî â 2-ÊÍÔ
∧n

1 Li áóäåò âûïîëíåíî íå ìåíåå

qn 2-äèçúþíêòîâ. È íàîáîðîò, äëÿ ëþáîé íåâûïîëíèìîé 3-ÊÍÔ α

â 2-ÊÍÔ
∧n

1 Li ìåíåå qn äèçúþíêòîâ áóäåò âûïîëíåíî.

Çàäà÷à 23. (2 × 0.02) (i) Ïðåîáðàçóéòå ψ â ÐÎÂÍÎ-3-
ÊÍÔ [â êîòîðîé îáðàçîâàëîñü k 3-äèçúþíêòîâ] è âû÷èñ-
ëèòå ðåçóëüòèðóþùóþ 2-ÊÍÔ ψ̃ ïðè óêàçàííîé ïîëèíî-
ìèàëüíîé ñâîäèìîñòè, óêàçàâ ïîðîãîâîå çíà÷åíèå kq.
(ii) Óêàæèòå êàêîé-íèáóäü íàáîð çíà÷åíèé ëîãè÷åñêèõ

ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ â ψ̃ âûïîëíåíî ≥ kq äèçþíê-
òîâ.

Çàäà÷à 24. (0.02) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ÿçûê 3-COLOR∈
P, òî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî íå òîëüêî îïðåäå-
ëèòü, ÷òî ãðàô äîïóñêàåò ðàñêðàñêó âåðøèí â òðè öâåòà,
íî è íàéòè êàêóþ-òî 3-ðàñêðàñêó (åñëè îíà ñóùåñòâóåò).
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî íà âõîä ïðîöåäóðû, ïðîâåðÿ-
þùåé 3-ðàñêðàøèâàåìîñòü, íåëüçÿ ïîäàâàòü ÷àñòè÷íî
îêðàøåííûå ãðàôû.

Çàäàíèå íà øåñòóþ íåäåëþ: 13.03�19.03. [0.1]
Òåîðåòèêî-÷èñëîâûå àëãîðèòìû

Ðàçäåë 6 ïðîãðàììû
Ëèòåðàòóðà: [Êîðìåí 1, Ãëàâà 33]

[Êîðìåí 2, Ãëàâà 31], [ÄÏÂ, Ãëàâà 2]



[Âèíîãðàäîâ]

Çàäà÷à 25. (4 × 0.02) Ñð. [Êîðìåí 1, çàäà÷à 33.3]. Äèà-
ãðàììà ãðàôà G èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå.
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Ïóòü â ãðàôå � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñìåæíûõ
âåðøèí (âîçìîæíû âîçâðàòû): c = {v1, . . . , vl}. Ïî îïðåäåëåíèþ,
äëèíà ïóòè c ðàâíà l − 1.

Ïóñòü gn � ýòî ÷èñëî ïóòåé â G äëèíû n, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ

â âåðøèíå 1. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî g(0) = 1 (åäèíñòâåííûé

ïóòü: 0→ 0), à g(1) = 4 (ïóòè: 1→ 1, 1→ 2, 1→ 4, 1→ 3).

Ïóñòü A � ýòî ìàòðèöà èíöèäåíöèé ãðàôà G:

A =


1 1 1 1
1 0 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1

 .

(i) Âû÷èñëèòå ÷èñëî g(2) ïóòåé â G äëèíû 2 è ïðîâåðüòå,
÷òî îíî ðàâíî ñóììå ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû
A2. Îáúÿñíèòå ýòî ñîâïàäåíèå è äîêàæèòå îáùóþ ôîð-
ìóëó äëÿ g(n).

(ii) Íàéäèòå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, êîòîðîìó óäî-
âëåòâîðÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gn, n = 0, 1, . . .}.

Ïîäñêàçêà. Â îòâåòå äîëæíà ïîëó÷èòüñÿ ðåêóððåíòíîñòü
ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè òèïà ðåêóððåíòíîñòè Ôèáîíà÷÷è:
gn+2 = Pgn+1 + Qgn. Ìîæíî ïðîñòî ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû
è äîêàçàòü, ÷òî îíè èñêîìûå. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü
õîòÿ áû åùå îäíî çíà÷åíèå g(n).

Ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ {gn, n = 0, 1, . . .}.
Ïåðâûé, îñíîâàí íà òîì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gn} óäî-

âëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ, ò. å. ðàçíîñòíîìó óðàâ-
íåíèþ, è ýòî ïîäñêàçûâàåò ñëåäóþùèé ìàòðè÷íûé ñïîñîá åå
âû÷èñëåíèÿ. Èìååò ìåñòî ìàòðè÷íàÿ ôîðìóëà20

( gn
gn+1

)
=(

0 1
Q P

)n−1( g1
g2

)
Ïðè âû÷èñëåíèè {gn} ýòèì ñïîñîáîì ìîæíî èñïîëüçîâàòü áûñò-

ðîå, íàïðèìåð, �èíäèéñêîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü� n çà O(logn) òàê-
òîâ21.

Âòîðîé ñïîñîá âû÷èñëåíèé îñíîâàí íà ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì ðå-
øåíèè ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîñòè, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü ñàìî-
ñòîÿòåëüíî èëè âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì èç òåêñòà íà ñàéòå.
Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è (F1 = 1, F2 = 1, . . . Fn+2 =
Fn+1 +Fn)) ýòîò ñïîñîá ïðèâîäèò ê èçâåñòíîé ôîðìóëå Áèíå: Fn =

( 1+
√

5
2

)n−( 1−
√

5
2

)n
√

5
. Ó âàñ äîëæíà ïîëó÷èòñÿ ïîõîæàÿ ôîðìóëà, òàê-

æå ñîäåðæàùàÿ êâàäðàòè÷íóþ èððàöèîíàëüíîñòü
√
d =

√
P 2 + 4Q.

Âû÷èñëåíèå ïî àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëå ðåàëèçóåòñÿ ÷óòü õèòðåå,
÷åì ïî ìàòðè÷íîé. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ n íóæíî ñïåöèôèöèðî-
âàòü îïåðàöèè è óêàçàòü ñ êàêîé òî÷íîñòüþ èõ íóæíî ïðîâîäèòü
(íàïðèìåð, äëÿ âû÷èñëåíèÿ

√
d íóæíî óêàçàòü ïðîöåäóðó âû÷èñëå-

íèÿ, çàäàòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ è îöåíèòü áèòîâóþ òðóäîåìêîñòü
ïðîöåäóðû).

20Ïîñêîëüêó äëÿ {gn} êîýôôèöèåíòû P è Q � öåëûå, òî ïðè
âû÷èñëåíèÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî öåëóþ àðèôìåòèêó.

21Ìû ðàçáèðàëè ýòîò àëãîðèòì â ïåðâîì çàäàíèè, è îí ñ íåîáõî-
äèìûìè èçìåíåíèÿìè ïåðåíîñèòñÿ íà ìàòðèöû.

Íà ñàìîì äåëå, ïåðåõîä ê ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ìàòðèöû(
0 1
Q P

)
ïîêàçûâàåò, ÷òî îáà àëãîðèòìû òåñíî ñâÿçàíû, è ìàò-

ðè÷íûé àëãîðèòì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîððåêòíûé ñïîñîá
îêðóãëåíèÿ îòâåòà, ïîëó÷åííîãî ïî àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëå.

Îöåíèì òðóäîåìêîñòü íåñêîëüêèõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ gn ïî

ïðîñòîìó ìîäóëþ p.

(iii) Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïî ðåêóððåíòíîé ôîð-
ìóëå. Îöåíèòå åãî òðóäîåìêîñòü ïðè âû÷èñëåíèè A =
g20000 (mod 29).

(iv) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gn} ïåðèîäè÷íà
ïî ëþáîìó ìîäóëþ. Îöåíèòå åå ïåðèîä äëÿ (mod 29) è
íàéäèòå òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ (ñëîæíîñòü íàõîæäå-
íèÿ ïåðèîäà + ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ A) ýòèì ñïîñîáîì.

Çàäà÷à Ä�12. (3 × 0.02) (i) Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî 5 ÿâ-
ëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî (mod p), íàïðèìåð,
p = 29, ò. å. ðàçðåøèìî óðàâíåíèå x2 = 5 (mod p). Îáîñ-
íóéòå àëãîðèòì íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ A ïî àíà-
ëèòè÷åñêîé ôîðìóëå, ò. å. ïðÿìî èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé
êîðåíü â êîíå÷íîì ïîëå (mod p) è ïðîâîäÿ äàëüíåéøèå
àðèôìåòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ. Âû÷èñëèòå A ýòèì ñïîñî-
áîì. Îöåíèòå òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ gn (mod p) äëÿ
ýòîãî ñëó÷àÿ.

(ii) Ïóñòü òåïåðü 5 ÍÅ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷å-
òîì ïî (mod p), íàïðèìåð, p = 23. Ïðèäóìàéòå è îáîñ-
íóéòå èñïîëüçóþùèé àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìóëó àëãîðèòì
âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë {gn} ïî òàêîìó ìîäóëþ. Ïðîâåäèòå
âû÷èñëåíèÿ A = g10000 (mod 23). Îöåíèòå òðóäîåìêîñòü
âû÷èñëåíèÿ gn (mod p) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.

Â ýòîé çàäà÷å âàì ïðåäñòîèò ðàçîáðàòüñÿ, êàê èñïîëüçîâàòü ìàò-

ðè÷íûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèè ðåêêóðåíòíîñòè ïî ïðîñòîìó ìî-

äóëþ. Ìû óæå çíàåì, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ïðîöåäóðû ñèëüíî (èëè

äàæå êðèòè÷åñêè) çàâèñèò îò âû÷èñëåíèÿ ïåðèîäà {gn} (mod p).

È, ñîáñòâåííî, îñíîâíîé âîïðîñ, íà êîòîðûé õî÷åòñÿ íàéòè îòâåò,

êàê íàéòè ïåðèîä â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè {gn}. Ïðåäëàãàåò-
ñÿ ïðèäóìàòü àëãîðèòì ñàìîñòîÿòåëüíî è/èëè ïðîàíàëèçèðîâàòü

ñëåäóþùèé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî íàì ïîâåçëî, è ìàòðèöó
(

0 1
Q P

)
ìîæíî äèàãîíàëèçèðîâàòü, ò. å. ïðèâåñòè åå ê âèäó S

( λ1 0
0 λ2

)
S−1,

ãäå λ1, λ2 � ýòî ñîáñòâåííûå ÷èñëà, à S � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà.

Âîçâîäÿ â n-þ ñòåïåíü, ïîëó÷èì S
( λn

1 0

0 λn
2

)
S−1.

(iii) Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îáîñíîâàòü ýòè
ìàíèïóëÿöèè ïðè âû÷èñëåíèÿõ (mod p) è ïîíÿòü, â êà-
êóþ ñòåïåíü íóæíî âîçâåñòè ìàòðèöó, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ò. å. ïîëó÷èòü àíàëîã ìàëîé òåîðåìû
Ôåðìà äëÿ ìàòðèö óêàçàííîãî âèäà22

Îöåíèòå ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïåðèîäà è âû÷èñëåíèÿ
{gn} (mod p) ìàòðè÷íûì ñïîñîáîì è ñðàâíèòå åãî ñ àë-
ãîðèòìàìè èç ïóíêòîâ (i)�(ii).

Êîììåíòàðèé. Â ïîñëåäíåé çàäà÷å â ïóíêòàõ (i)�(ii) ðå÷ü èäåò î
ò.í. êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòàõ è âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, êàê
ïî äàííîìó ÷èñëó a ïðîâåðèòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ x2 = a
(mod p) (â çàäà÷å a = 5, n = 29, 23). Ìîæíî, êîíå÷íî, ïåðåáðàòü
âñå âû÷åòû, èñïîëüçóÿ O(p) îïåðàöèé, íî åñòü è áîëåå èíòåëëè-
ãåíòíûé ïîëèíîìèàëüíûé ïî äëèíå çàïèñè log p àëãîðèòì, Îí

22Îáðàòèòå âíèìàíèÿ, ÷òî ïðÿìîãî àíàëîãà ìàëîé òåîðåìû Ôåð-
ìà äëÿ ìàòðèö áûòü íå ìîæåò, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, ñóùåñòâóþò
ò.í. íèëüïîòåíòíûå ìàòðèöû (êàêàÿ-òî èõ ñòåïåíü ðàâíà íóëåâîé
ìàòðèöå). Óäèâèòåëüíî, íî òåêñòû, ïîñâÿùåííûå àíàëîãàì òåîðå-
ìû Ôåðìà äëÿ ìàòðèö, ïîÿâèëèñü òîëüêî â ýòîì òûñÿ÷åëåòèè (ñì.,
www.mathnet.ru/mp238). Â ïðèíöèïå, èõ ìîã íàïèñàòü ñèëüíûé
ñòóäåíò.



îñíîâàí íà çíàìåíèòîì êâàäðàòè÷íîì çàêîíå âçàèìíîñòè, î êîòî-
ðîì ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãå [Âèíîãðàäîâ, ãë. 2] (è ïðèäóìàòü
àëãîðèòì ñàìîñòîÿòåëüíî). Íî åñòü è åùå áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá, îñ-
íîâàííîé íà îáîáùåíèè ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà. Åñëè îïðåäåëèòü
(ñì. , [Âèíîãðàäîâ, ãë. 2]) ò. í. ñèìâîë Ëåæàíäðà:

(
a
p

)
, ðàâíûé

+1, åñëè ÷èñëî a 6= 0 (mod p) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì
(mod p), è, ðàâíûé −1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî a
p−1
2 =

(
a
p

)
(mod p). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ýôôåêòèâíî

ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè a êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì, èñïîëüçóÿ áûñò-
ðîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü. Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîñòðîèòü áûñòðûé
âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ïîèñêà êâàäðàòè÷íîãî âû÷åòà èëè íåâû-
÷åòà. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïî ýòèì ïîÿñíÿåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.

Çàäà÷à 26. (i) Ïóñòü ÍÎÄ(a,N) = 1 è aN−1 6= 1
(mod N). Òîãäà ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ïîëîâèíû ÷èñåë èç
ïðîìåæóòêà 1 ≤ b < N âûïîëíåíî bN−1 6= 1 (mod N).

Êîììåíòàðèé. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïðîñòîãî, íî âàæíåéøåãî
óïðàæíåíèÿ ïîçâîëÿþò ñòðîèòü áûñòðûå âåðîÿòíîñòíûå àëãî-
ðèòìû, ïðîâåðÿþùèå ïðîñòîòó ÷èñåë.
Ðå÷ü èäåò î ïðîöåäóðàõ, êîòîðûå, ïîëó÷èâ íà âõîä n-áèòîâóþ

äâîè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà, ìîãóò áûñòðî23 ïðîâåðÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè
ðàññìàòðèâàåìîå ÷èñëî ïðîñòûì èëè ñîñòàâíûì. Ïðè ýòîì âåðîÿò-
íîñòíûì àëãîðèòìàì ðàçðåøàåòñÿ ïî õîäó âû÷èñëåíèé ñîâåðøàòü
ïåðåõîäû â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòîâ áðîñàíèÿ ìîíåòêè. Òóò, êî-
íå÷íî, íóæíî óòî÷íèòü, êàê ñëåäóåò ïîíèìàòü âðåìÿ ðàáîòû âåðî-
ÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà, ïîñêîëüêó êàæäîìó èñõîäó áðîñàíèÿ ìîíå-
òîê îòâå÷àåò ñâîå (âîçìîæíî, î÷åíü äëèííîå) âû÷èñëåíèå. Â ñëó÷àå
àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè ïðîñòîòû ðå÷ü èäåò î ïîñòðîåíèè ïîëèíîìè-
àëüíûõ ïðîöåäóð òèïà �Ëàñ-Âåãàñ� (ýòî òåðìèí), êîòîðûå íå îøè-
áàþòñÿ, åñëè ÷èñëî ñîñòàâíîå, à åñëè ÷èñëî ïðîñòîå, òî àëãîðèòì
ìîæåò âûäàòü íåïðàâèëüíûé îòâåò, íî âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ
ìåíüøå, ÷åì ôèêñèðîâàííàÿ êîíñòàíòà, ñêàæåì 3

4
. Ïîýòîìó, åñëè

íåçàâèñèìî24 ïîâòîðèòü òàêîé Ëàñ-Âåãàñ àëãîðèòì k ðàç è âî âñåõ
ñëó÷àÿõ îí âûäàñò îòâåò �ïðîñòîå�, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− ( 3

4
)k ÷èñ-

ëî äåéñòâèòåëüíî áóäåò ïðîñòûì. Ïðè òàêîì ïîäõîäå âåðîÿòíîñòü
1−0.751000 íóæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðàêòè÷åñêóþ äîñòîâåðíîñòü,
è èìåííî òàêèìè ìåòîäàìè áûëè íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïîñòðîåíû
ñàìûå áîëüøèå äîêàçóåìî ïðîñòûå ÷èñëà.
Ðàññìîòðèì îäèí ïîäîáíûé àëãîðèòì �ÒÅÑÒ ÔÅÐÌÀ�.

Âõîä: íàòóðàëüíîå ÷èñëî N .
Âûõîä: �ÄÀ�, åñëè N � ïðîñòîå;

�ÍÅÒ�, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ñëó÷àéíî âûáèðàåì ïîëîæèòåëüíîå öåëîå 1 < a < N .
Åñëè ÍÎÄ(a,N) > 1 Òî
Âûõîä: ÍÅÒ
Èíà÷å { Åñëè aN−1 = 1 (mod N) Òî Âûõîä: ÄÀ Èíà÷å Âûõîä:

ÍÅÒ }

Îïèñàííûé àëãîðèòì � ýòî �ïî÷òè� ïîëèíîìèàëüíûé âåðîÿò-

íîñòíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè ïðîñòîòû

(ii) Ïîêàæèòå, ÷òî �ÒÅÑÒ ÔÅÐÌÀ� ìîæåò áûòü ðåàëè-
çîâàí çà ïîëèíîìèàëüíîå ïî âõîäó ÷èñëî îïåðàöèé.
(iii) Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ñîñòàâíîå ÷èñëî N íå ÿâëÿåòñÿ
÷èñëîì Êàðìàéêëà25, ò. å. äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî
a, âçàèìíî-ïðîñòîãî ñ N , âûïîëíåíî aN−1 6= 1 (mod N),
òîãäà �ÒÅÑÒ ÔÅÐÌÀ� âûäàåò ïðàâèëüíûé îòâåò ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ26 ≥ 1

2 .

23Çà ïîëèíîìèàëüíîå ïî äëèíå çàïèñè � n �- âðåìÿ (÷èñëî
îïåðàöèé). Ïîìíèòå, ÷òî ñàìî ÷èñëî ìîæåò áûòü ïîðÿäêà 2n.

24Îñìûñëåíèå ïîíÿòèÿ íåçàâèñèìîñòè ñîñòàâëÿåò âàæíóþ ÷àñòü
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

25×èñëà Êàðìàéêëà � ýòî ñîñòàâíûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ òåñò
Ôåðìà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ÷èñåë a, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ìîäó-
ëåì N . Âñòðå÷àþòñÿ îíè ðåäêî. Âåçäå ïðèâîäèòñÿ ïåðâîå ÷èñëî
Êàðìàéêëà � 561, ïîïðîáóéòå íàéòè âòîðîå. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñåë
Êàðìàéêëà áåñêîíå÷íî ìíîãî, íî äîêàçàí ýòîò ôàêò áûë ñîâñåì
íåäàâíî. Êàê ñ íèìè áîðîòüñÿ è êàê ïîñòðîèòü êîððåêòíûé ïîëè-
íîìèàëüíûé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè ïðîñòîòû ìîæíî
ïðî÷èòàòü â êíèãå [Êîðìåí 1, �33.8] èëè â êíèãå [Ê-Ø-Â].

26Âåðîÿòíîñòü ïîíèìàåòñÿ â �íàèâíîì ñìûñëå� êàê îòíîøåíèÿ

Êîììåíòàðèé (ïðîäîëæåíèå). Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à äîëæíà íà-
âåñòè íà ìûñëü, ÷òî âåðîÿòíîñòü íóæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âàæ-
íûé âû÷èñëèòåëüíûé ðåñóðñ, èíîãäà ïîçâîëÿþùèé ñóùåñòâåí-
íî ñíèçèòü òðóäîåìêîñòü. Íî ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâåííî äîëæíû óñè-
ëèòüñÿ òðåáîâàíèÿ ê �èñòî÷íèêàì ñëó÷àéíîñòè�. Óæå íå äîñòàòî÷-
íî ñîñëàòüñÿ íà êàêîé-òî òåêñò â êîòîðîì 10000 ÷àñîâ ïðîãîíÿëàñü
ôóíêöèÿ RANDOM è ïîñòðîåíû êàêèå-òî ñðàâíèòåëüíûå ãðàôè-
êè èëè äàæå äèàãðàììû. Ïîäóìàåì, ïî÷åìó òàêîé ñòàíäàðòíûé â
ïðîãðàììèñòñêîé ïðàêòèêå îòâåò íàñ íå óäîâëåòâîðÿåò.
Ïóñòü N ñîñòàâíîå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A ⊆ {2, 3, . . . , N−1},

ñîñòîÿùåå èç âñåõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ òåñò Ôåðìà. Ñî-
ãëàñíî ïðåäûäóùåé çàäà÷å |A| ≥ (N−1)/2, íî ìû àáñîëþòíî íè÷åãî
íå çíàåì î ñòðóêòóðå A. Êîððåêòíûé ñëó÷àéíûé ãåíåðàòîð äîëæåí
óìåòü îáñëóæèâàòü (ò.å. äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïîïàäàòü) âî âñå òà-
êèå ìíîæåñòâà A. Ïîýòîìó òåðìèí �ñëó÷àéíûé� ïðè ôîðìàëüíîì
îïèñàíèè àëãîðèòìà è êîíêðåòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîé ñëó÷àéíîñòè
ïðè íàïèñàíèè ïðîãðàììû íåñóò ñîâåðøåííî ðàçíûå ñìûñëîâûå
íàãðóçêè. Ýòî ìîæåò áûòü èñòî÷íèêîì ïóòàíèöû, à òàêæå ôîð-
ìàëüíûõ è ôàêòè÷åñêèõ îøèáîê. Íàïðèìåð, ñîâåðøåííî íå ïîíÿò-
íî, ïî÷åìó àíàëîãîâûé ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ïîëó÷àåìûé èç
îáðàáîòêè ùåë÷êîâ ñ÷åò÷èêà Ãåéãåðà, óäîâëåòâîðÿåò íàøèì òðåáî-
âàíèÿì (íå ãîâîðÿ óæå î ìíîãî÷èñëåííûõ ïðîãðàììíûõ ðåàëèçà-
öèÿõ ôóíêöèè RANDOM).
Âàæíî ïîíÿòü, ÷òî êîãäà ìû àïåëëèðóåì ê èäåàëüíîìó ñëó÷àé-

íîìó ãåíåðàòîðó ìû îáðàùàåìñÿ ñ ñëîæíîìó (â ïðèíöèïå, ñëîæ-
íåéøåìó) âû÷èñëèòåëüíîìó ðåñóðñó, à â ïðîãðàììèñòñêîé ïðàêòè-
êå ìû çàìåíÿåì åãî íåêîòîðîé äîìîðîùåííîé ïîäåëêîé. Ïî÷åìó
ýòîò òðþê ñðàáàòûâàåò? Âî-ïåðâûõ, ïîòîìó ÷òî ëþäè, ïðèäóìàâ-
øèå ýòè ïîäåëêè, ïðåêðàñíî ïîíèìàëè ñóòü ïðîáëåìû, è ïîäåëêè
äîñòàòî÷íû õîðîøè27, à âî-âòîðûõ, �- âîçìîæíî, ÷òî ñàìè ìíîæå-
ñòâà, êîòîðûå ìû èññëåäóåì ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ ãåíåðà-
òîðîâ, è íå òàêèå óæ ñëîæíûå. Íàïðèìåð, ñîãëàñíî îäíîé íåäîêà-
çàííîé ãèïîòåçå ëþáîå ìíîæåñòâî A îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò è �ìà-
ëåíüêèå� ÷èñëà (è èõ ìîæíî ïðîñòî íàéòè òóïûì ïåðåáîðîì)28.
Âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé â ïîñëåäíåé çàäà÷å ðàáî-
òàåò íå âñåãäà, íî åãî ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü äî êîððåêòíîãî (îá
ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü [Êîðìåí 1, �33.8], [Êîðìåí 2, �31.8]
èëè â êíèãå [Ê-Ø-Â] ). À â 2002 ãîäó óäàëîñü ïîñòðîèòü äå-
òåðìèíèðîâàííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè ïðîñòîòû,
èñïîëüçóþùèé áëèçêèå èäåè. Â ñëåäóþùåì íåäåëüíîì çàäàíèè ìû
ïîäðîáíåå îñòàíîâèìñÿ íà íåì29.

Ñõåìà RSA. Êðàòêèé êîíñïåêò

Èòàê, äëÿ ïðîâåðêè ïðîñòîòû óäàåòñÿ ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñòíûå
è äàæå äåòåðìèíèðîâàííûå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû. À êàê îáñòî-
èò äåëî ñ áëèçêîé çàäà÷åé ôàêòîðèçàöèè, ò. å. íàõîæäåíèÿ äåëè-
òåëåé áîëüøîãî ñîñòàâíîãî ÷èñëà N? Ñòàíäàðíûé àëãîðèòì, ò.í.
�ðåøåòî Ýðàòîñôåíà�, êîòîðûé îáñóæäàëñÿ íà ïåðâîé ëåêöèè, çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ìûñëåííî ñîñòàâëÿåì ñïèñîê âñåõ ÷èñåë
îò 1 äî N . Ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷åðêèâàåì èç ñïèñêà ñíà÷àëà åäè-
íèöó, çàòåì äâîéêó è âñå êðàòíûå åé. Çàòåì âñå êðàòíûå ïåðâîìó
îñòàâøåìóñÿ íåâû÷åðêíóòîìó ÷èñëó, ò.å. òðîéêå è ò.ä. ïîêà íå âû-
÷åðêíåì N . Åñëè ýòî ïðîèçîøëî íà ïîñëåäíåì øàãå, òî N � ïðî-
ñòîå, èíà÷å ìû íàõîäèì äåëèòåëü. Ìû ïðèøëè ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî
ðåøåòî íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì (ïî÷åìó?).
Ñ ñîâðåìåííîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷è ïðîâåðêè ïðîñòîòû è ôàêòî-

ðèçàöèè ãèïîòåòè÷åñêè ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íû, è ïðåäïîëîæè-
òåëüíî äëÿ ïîñëåäíåé âîîáùå íåëüçÿ ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíîãî àë-
ãîðèòìà30. Ãðóáî ãîâîðÿ, íè÷åãî ëó÷øå, ÷åì ðàññìîòðåííîå âûøå

÷èñëà áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ ê îáùåìó ÷èñëó èñõîäîâ.
27Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü, ÷òî ëèíåéíûé ìîäóëüíûé ãåíåðàòîð

ïðåäëîæèë Äæ. ôîí Íåéìàí.
28Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ðå÷ü èäåò î òîì, ñóùåñòâóåò ëè ïîëèëî-

ãàôìè÷åñêàÿ ãðàíèöà íà âåëè÷èíó ñàìîãî ïåðâîãî êâàäðàòè÷íîãî
íåâû÷åòà (mod p), ñìîòðè îá ýòîì â òåêñòå âûäàþùåãîñÿ ñîâðåìåí-
íîãî ó÷åíîãî https://terrytao.wordpress.com/2009/08/18/the-least-
quadratic-nonresidue-and-the-square-root-barrier/

29Íî óæå ñåé÷àñ óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî ëþáûå ññûëêè íà ýòîò
àëãîðèòì â îòâåòàõ áóäóò ñ÷èòàòüñÿ äîïóñòèìûìè, òîëüêî åñëè âû
óìååòå îáîñíîâûâàòü åãî êîððåêòíîñòü.

30Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè èçìåíèòü ïðàâèëà ïåðåñ÷åòà âåðî-
ÿòíîñòè íà òå, êîòîðûå (ýêñïåðèìåíòàëüíî) âûïîëíÿþòñÿ â ìèêðî-
ìèðå, è ðàññìîòðåòü ò.í. êâàíòîâûå àëãîðèòìû, òî çàäà÷ó ôàêòî-



ðåøåòî è ïðèäóìàòü íåëüçÿ, õîòÿ, êîíå÷íî, âî âñÿêîì ïåðåáîðíîì
àëãîðèòìå êðàéíå âàæíû êîíñòàíòû; ïðî÷èòàòü îá ýòèõ ïðîöåäó-
ðàõ ìîæíî, íàïðèìåð, [Êîðìåí 1, �33.9]. Çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè
èìååò ìíîãî÷èñëåííûå êðèïòîãðàôè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ, ãäå ôàê-
òè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ïðèìèòèâà, îäíî èç êîòîðûõ ìû
ñåé÷àñ è ðàññìîòðèì.
Íà÷íåì ñ ìîäåëüíîãî ïðèìåðà âûáîðà ñåêðåòíîãî êëþ÷à ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ïóáëè÷íûõ êàíàëîâ îáìåíà èíôîðìàöèåé. Ìîãóò ëè
Àëèñà è Áîá31 äîãîâîðèòüñÿ, íàïðèìåð, ïî òåëåôîíó (êîòîðûé ìî-
æåò ïðîñëóøèâàòüñÿ) î íåêîòîðîì ñåêðåòíîì êëþ÷å, êîòîðûé
îíè áóäóò èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì?
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ÑÕÅÌÓ 1.
(i) Àëèñà è Áîá âûáèðàþò áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî p è íåêîòîðîå

1 < g < p. Ýòà èíôîðìàöèÿ ïóáëè÷íàÿ è ìîæåò áûòü ïåðåõâà÷åíà
�íåõîðîøèì ÷åëîâåêîì� Åâîé.
(ii) Çàòåì Àëèñà ñåêðåòíî âûáèðàåò ÷èñëî n, à Áîá ñåêðåòíî

âûáèðàåò ÷èñëî m.
(iii) Çàòåì Àëèñà îòêðûòî ïåðåäàåò Áîáó ÷èñëî A = ng (mod p),

à Áîá îòêðûòî ñîîáùàåò Àëèñå ÷èñëî B = mg (mod p).
(iv) Òåïåðü îáà ìîãóò ëåãêî âû÷èñëèòü �ñåêðåòíûé êëþ÷� s =

nmg (mod p).
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìîæíî áûñòðî (çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ)

íàéòè s, çíàÿ p, g, A,B. Â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ òåðìèíàõ ýòî çíà÷èò,
÷òî ÑÕÅÌÀ 1 ÿâëÿåòñÿ íåíàäåæíîé32.
Ðàññìîòðèì òàêæå ÑÕÅÌÓ 2 âûáîðà ñåêðåòíîãî êëþ÷à èëè

ñõåìó îáìåíà êëþ÷àìè Äèôè è Õåëëìàíà.33 Õðîíîëîãè÷åñêè ýòà
ñõåìà ïðåäøåñòâîâàëà (è ÿâëÿëàñü ìîòèâàöèåé äëÿ) ñõåìû RSA
(ñì. íèæå). Îíà î÷åíü ïîõîæà íà ïåðâûé âàðèàíò.
(i) Àëèñà è Áîá âûáèðàþò áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî p è g � íåêî-

òîðûé ïåðâîîáðàçíûé (ïðèìèòèâíûé) êîðåíü34 (mod p). Ýòà èí-
ôîðìàöèÿ ïóáëè÷íàÿ è ìîæåò áûòü ïåðåõâà÷åíà �íåõîðîøèì ÷åëî-
âåêîì� Åâîé.
(ii) Çàòåì Àëèñà ñåêðåòíî âûáèðàåò ÷èñëî n, à Áîá ñåêðåòíî

âûáèðàåò ÷èñëî m.
(iii) Çàòåì Àëèñà îòêðûòî ïåðåäàåò Áîáó ÷èñëî gn (mod p), à

Áîá îòêðûòî ñîîáùàåò Àëèñå ÷èñëî gm (mod p).
(iv) Òåïåðü îáà ìîãóò ëåãêî âû÷èñëèòü �ñåêðåòíûé êëþ÷� s =

gmn = (gn)m = (gm)n (mod p).
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÑÕÅÌÀ 2 ñ÷èòàåòñÿ íàäåæíîé, ïîñêîëüêó

Åâå äëÿ äåøèôðîâêè êëþ÷à ïðåäïîëîæèòåëüíî íóæíî óìåòü áûñò-
ðî âû÷èñëÿòü äèñêðåòíûé ëîãàðèôì, ò.å. ðåøàòü óðàâíåíèå gx = a
(mod p), ÷åãî ïîêà íèêòî íå óìååò35.
Íî åñëè Åâà ìîæåò íå òîëüêî ïîäñëóøèâàòü, íî è âûñòóïàòü

àêòèâíûì àãåíòîì, òî äåëà Àëèñû è Áîáà îñëîæíÿþòñÿ. Íàïðè-
ìåð, åñëè Åâà ìîæåò ïåðåõâàòûâàòü è ïîäìåíÿòü ñîîáùåíèÿ, òî
îíà ìîæåò ïîñëàòü Áîáó îò èìåíè Àëèñû íåêîòîðîå gt (mod p) è

ðèçàöèè óäàåòñÿ áûñòðî ðåøèòü. Ðåêîìåíäóåì ïðî÷èòàòü îá ýòîì â
êíèãå [Ê-Ø-Â], õîòÿ áû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðàâèëüíî ðåàãèðîâàòü
íà ìíîãî÷èñëåííûå äîñóæèå ðàññóæäåíèÿ íà ýòó òåìó, êîòîðûå ïå-
ðèîäè÷åñêè ïîÿâëÿþòñÿ äàæå â òàáëîèäàõ.

31Ýòî ñòàíäàðòíûå ïåðñîíàæè êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ.
Èì îáû÷íî ïðîòèâîñòîèò �íåõîðîøèé ÷åëîâåê� Åâà.

32Íà ñàìîì äåëå, ñâîéñòâî êðèïòîãðàôè÷åñêîé íåíàäåæíîñòè ãî-
ðàçäî ñëàáåå, ÷åì ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà, ïî-
ñêîëüêó Àëèñó è Áîáà òàêæå íå óñòðîèò ðåçóëüòàò, êîãäà Åâà ìîæåò
äîñòàòî÷íî ÷àñòî äåøèôðîâûâàòü ñîîáùåíèÿ. Îáñóæäåíèþ ýòèõ
âîïðîñîâ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà.

33Ïðåäëîæåíà â ñòàòüå (Di�e Whit�eld; Hellman Martin E. New
directions in cryptography. IEEE Trans. Information Theory IT-22
(1976), N 6, 644�654), ãäå áûëî îïðåäåëåíî ñàìî ïîíÿòèå êðèïòî-
ãðàôèè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì.

34×òî ýòî òàêîå? Ïî÷åìó g ñóùåñòâóåò, è êàê åãî íàõîäèòü? Ñåé-
÷àñ ïðîñòî âñïîìíèòå îïðåäåëåíèå, à íèæå ìû ïîãîâîðèì îá ýòîì
áîëåå ïîäðîáíî.

35Õîòÿ ê óòâåðæäåíèþ î íàäåæíîñòè íóæíî îòíîñèòñÿ ñ èçâåñò-
íîé äîëåé ñêåïñèñà. Âî âñÿêîì ñëó÷àå íà ñàéòàõ, ïîñâÿùåííûõ
êðèïòîãðàôèè, áóêâàëüíî çàêëèíàþò íå èñïîëüçîâàòü ñõåìû �èç
êíèæåê�, ïîñêîëüêó îíè äîâîëüíî óñïåøíî âçëàìûâàþòñÿ.
Êðîìå òîãî, îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî çäåñü ìû, êàê è ìíîãèå àâ-

òîðû êðèïòîãðàôè÷åñêèõ òåêñòîâ, ñëåãêà ïåðåäåðíóëè. Ôîðìàëüíî
ïåðåä Åâîé ñòîèò íå çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà, à
ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ êëþ÷à ïî èçâåñòíûì gn è gm, à ýòà çàäà÷à
ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðîùå, ÷åì âû÷èñëåíèå äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà.

ïîëó÷èòü ñåêðåòíûé êëþ÷ gtm (mod p) äëÿ äåøèôðîâêè ñîîáùå-
íèé Áîáà. Òàêóþ æå îïåðàöèþ Åâà ìîæåò ïðîâåñòè è â îòíîøåíèè
Àëèñû. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ïðîáëåìà èäåíòèôèêàöèè ó÷àñò-
íèêîâ. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ, íàïðèìåð, â î÷åíü ðàñïðîñòðàíåííîé
ñõåìå øèôðîâàíèÿ ñ îòêðûòûì êëþ÷îì RSA36. Cîñòîèò îíà â
ñëåäóþùåì.
(i) Áîá âûáèðàåò ìîäóëü� ÷èñëî n = pq, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ

äâóõ áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë.
(ii) Ïîòîì Áîá âûáèðàåò ñåêðåòíûé êëþ÷� d (îí èçâåñòåí òîëüêî

åìó).
(iii) Çàòåì Áîá âû÷èñëÿåò îòêðûòûé êëþ÷ e = d−1 (mod (p −

1)(q − 1)).
(vi) Èíôîðìàöèÿ î (e, n)� ïóáëè÷íàÿ (íàïðèìåð, Áîá ïîìåùàåò

åå â ñåòü).
(v) Åñëè Àëèñà õî÷åò ïîñëàòü ñåêðåòíîå ñîîáùåíèå x Áîáó, òî

îíà ïðîâîäèò øèôðîâêó (e{ncrypts}) x → e(x) = xe (mod n) è
ïîñûëàåò e(x) ïî îòêðûòîìó êàíàëó.
(vi) Áîá ëåãêî äåøèôðóåò d{ecrypts}) ñîîáùåíèå ñ ïîìîùüþ ñåê-

ðåòíîãî êëþ÷à d(e(x))→ (e(x))d (mod n) = x (mod n).
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî �íåõîðîøèé ÷åëîâåê� Åâà íå ñìîæåò ïðî÷èòàòü

ñîîáùåíèå, ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî åé íóæíî íàéòè äåëèòåëè n.
Ñõåìà RSA ïîçâîëÿåò òàêæå ñîçäàâàòü çàùèùåííûå ýëåêòðîí-

íûå ïîäïèñè. Ïóñòü îòêðûòûé êëþ÷ Áîáà (e, n. Åñëè îí õî÷åò ýëåê-
òðîííî �ïîäïèñàòü� ñâîå ñîîáùåíèå A, òî äîëæåí ïîñëàòü ñîîáùå-

íèå B = Añåêð. êëþ÷ Áîáà (mod n) (äëÿ òîãî ÷òîáû èäåíòèôè-
öèðîâàòü �ïîäïèñü� Áîáà åãî ñîîáùåíèå íóæíî ïðåîáðàçîâàòü Be

(mod n)).
Ðåçþìå. RSA � ýòî àñèììåòðè÷íàÿ ñõåìà (äëÿ øèôðîâà-

íèÿ è äåøèôðîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ðàçíûå ïðîöåäóðû), êîòîðàÿ
õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: n = pq, ãäå p, q �
ðàçëè÷íûå áîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà; îòêðûòûé êëþ÷ (e, n), ãäå e
âçàèìíî ïðîñòî ñ ϕ(n) = (p − 1)(q − 1); ñåêðåòíûé êëþ÷ (d, n),
ãäå d îáðàòíî ê e ïî ìîäóëþ ϕ(n). Ïóñòü M � îñòàòîê ïî
ìîäóëþ n. Òîãäà ïðîöåäóðà øèôðîâàíèÿ ñîîáùåíèÿ M âûãëÿäèò
òàê: P (M) = Me mod n, à ïðîöåäóðà äåøèôðîâàíèÿ ñîîáùåíèÿ C
âûãëÿäèò òàê: S(C) = Cd mod n. Êðèïòîóñòîé÷èâîñòü ñõåìû
îñíîâàíà íà ïðåäïîëàãàåìîé ñëîæíîñòè çàäà÷è ôàêòîðèçàöèè
(÷èñëî n âñåì èçâåñòíî, íî íå ïîíÿòíî, êàê ïî íåìó âû÷èñëèòü
ϕ(n), åñëè íàì íå èçâåñòíî ðàçëîæåíèå n íà ìíîæèòåëè).

Çàäà÷à 27. (0.01+0.02). (i) Ïóñòü îòêðûòûé êëþ÷ Áîáà
(25, 2021). Îí õî÷åò ïîñëàòü ñîîáùåíèå (÷èñëî) çà ñâîåé
ïîäïèñüþ. Â êàêóþ ñòåïåíü îí äîëæåí åãî âîçâåñòè?
(ii) Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå, ÷òî êîäèðîâàíèå â ñè-
ñòåìå RSA M →Me mod n áèåêòèâíî îòîáðàæàåò îòðå-
çîê {0, . . . , n− 1} â ñåáÿ.

Êðàòêèé êîíñïåêò
Ïîêàçàòåëè. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè

Ðåêîìåíäóåì ïî÷èòàòü [Âèíîãðàäîâ, ãëàâà 6].
Àáåëåâà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà Z∗n (íåíóëåâûõ) êîëüöà âû-

÷åòîâ ïî ìîäóëþ n èíîãäà áûâàåò öèêëè÷åñêîé. Â ýòîì ñëó÷àå
ëþáàÿ åå îáðàçóþùàÿ íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì (ïðèìèòèâíûì)
êîðíåì. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïðèïèñûâàåìàÿ Ê.Ô.Ãàóññó, äàåò îò-
âåò íà âîïðîñ, êîãäà ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñóùåñòâóþò.

Òåîðåìà 2 Â Zn ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü, åñëè è
òîëüêî åñëè n = 2, 4, pk, 2pk, k = 1, 2, . . . , p � íå÷åòíîå ïðîñòîå
÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî âîññòàíîâèòü, åñëè ðåøèòü äîïîëíèòåëü-
íûå çàäà÷è. Â [Êîðìåíå] ýòî óòâåðæäåíèå íå äîêàçûâàåòñÿ.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ. Åñëè a âçàèìíî ïðîñòî ñ n, òî ñóùåñòâó-

þò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà γ, äëÿ êîòîðûõ âåðíî ðàâåíñòâî aγ = 1
(mod n). Íàèìåíüøåå èç íèõ íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì a ïî ìî-
äóëþ n.
Èç ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà37 aϕ(n) = 1 (mod n) ñëåäóåò, ÷òî ïî-

êàçàòåëü âñåãäà ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ϕ(n).

36Íàçâàííîé â ÷åñòü àâòîðîâ R{ivest}- S{hamir}- A{dleman}. Ïî
íåïðîâåðåííûì äàííûì RSA ïðî÷íî óäåðæèâàåò ïåðâîå ìåñòî â
ìèðå ïî ÷èñëó ïðîäàííûõ ïàòåíòîâ.

37ϕ(·) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.



Åñëè â Zn åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü g, òî äëÿ ÷èñåë a, âçàèìíî-
ïðîñòûõ ñ n, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå èíäåêñà èëè äèñêðåòíîãî ëîãà-
ðèôìà, â êîòîðîì ïåðâîîîáðàçíûé êîðåíü èãðàåò ðîëü îñíîâàíèÿ
ëîãàðèôìà. Ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè gγ = a, òî ÷èñëî γ íàçûâàòñÿ
èíäåêñîì âû÷åòà a ïî (mod n) ïðè îñíîâàíèè g è îáîçíà÷àåòñÿ
indga èëè ïðîñòî ind a.

Òåîðåìà 3 Äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî ìîäóëÿ p ñóùåñòâóåò ðîâ-
íî ϕ(p − 1) = ϕ(ϕ(p)) ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé, íåñðàâíèìûõ ïî
(mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ � êàêîé-íèáóäü äåëèòåëü p−1. Òîãäà
åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí âû÷åò a ñ ïîêàçàòåëåì δ, òî ñóùå-
ñòâóåò ðîâíî ϕ(δ) íåñðàâíèìûõ ïî (mod p) âû÷åòîâ ñ ýòèì ïîêà-
çàòåëåì. Â ñàìîì äåëå, ïî îïðåäåëåíèþ, âñå âû÷åòû ñ ïîêàçàòåëåì
δ óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ xδ = 1 (mod p). Íî âñå ðåøåíèÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ èñ÷åðïûâàþòñÿ ñïèñêîì 1, a, a2, . . . , aδ−1, ïîñêîëüêó âñå
ýòè âû÷åòû íåñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
((ai)δ = (aδ)i = 1 (mod p)), à áîëüøå, ÷åì δ, ðåøåíèé áûòü íå ìî-
æåò (ïî÷åìó?). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî âû÷åò as èìååò ïîêàçàòåëü
δ, åñëè è òîëüêî åñëè ÍÎÄ(s, δ) = 1, è çíà÷èò â ñïèñêå åñòü ðîâíî
ϕ(δ) âû÷åòîâ ñ ïîêàçàòåëåì δ.
Îáîçíà÷èì ψ(δ) � ÷èñëî íåñðàâíèìûõ ïî (mod p) ñ ïîêàçàòåëåì

δ. Ìû âûÿñíèëè, ÷òî åñëè ψ(δ) 6= 0, òî ψ(δ) = ϕ(δ).
Òåïåðü ðàçîáüåì âû÷åòû 0, 1, . . . , p − 1 íà ãðóïïû, îòíîñÿ ê îä-

íîé ãðóïïå âñå âû÷åòû ñ îäèíàêîâûì ïîêàçàòåëåì. Ïî ïîñòðîå-
íèþ, ïîñêîëüêó êàæäûé âû÷åò âõîäèò â êàêóþ-òî ãðóïïó, ïîëó-
÷èì: σδ|p−1ψ(δ) = p − 1. Íî àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëè-
âî è äëÿ ôóíêöèè Ýéëåðà ∀n, σd|nϕ(d) = ϕ(n). Ñëåäîâàòåëüíî,
ψ(δ) = ϕ(δ), â ÷àñòíîñòè ÷èñëî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî (mod p)
ðàâíî ψ(p− 1) = ϕ(p− 1). �

Åñëè â êîëüöå Zn åñòü ïåðâîîáðàçíûå êîðíè, òî ðàññóæäåíèÿ,
àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùèì, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîêàçàòåëü δ âû÷å-
òà a, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ ìîäóëåì n, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ÍÎÄ(ind a, ϕ(n)) =
ϕ(n)
δ

. Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî ïåðâîîáðàçíûõ êîð-
íåé ïî (mod n) (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) ðàâíî ϕ(ϕ(n)). Òàêèì îáðà-
çîì, ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé èíîãäà ìîæåò áûòü �äîâîëüíî ìíîãî�, è
åñëè ìû ìîæåì áûñòðî ïðîâåðèòü ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé âû÷åò ïåð-
âîîáðàçíûì êîðíåì (íàïðèìåð, åñëè èçâåñòíû ìíîæèòåëè ÷èñëà
ϕ(n)), òî ìîæíî èñêàòü ïåðâîîáðàçíûå êîðíè, âûáèðàÿ ñëó÷àéíûå
÷èñëà, êàê è â àëãîðèòìå ïðîâåðêè ïðîñòîòû.

Êàê çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ, òàê è âû÷èñëå-

íèå äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà ñ÷èòàþòñÿ âû÷èñëèòåëüíî òÿæåëûìè

çàäà÷àìè.

Çàäà÷à 28. (0.01) Ïóñòü âû÷åò a èìååò ïîêàçàòåëü δ1
ïî (mod n1) è ïîêàçàòåëü δ2 ïî (mod n2), ïðè÷åì ìî-
äóëè n1 è n2 âçàèìíî ïðîñòû. Íàéäèòå ïîêàçàòåëü a ïî
(mod n1n2).

Çàäà÷à 29. (3×0.01) (i) Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
ϕ(n) = 6.
(ii) Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå âû÷åòîâ ïî ïîêàçàòåëÿì Z19;
(iii) Íàéäèòå âñå ïåðâîîáðàçíûå êîðíè (mod 19).

Çàäà÷à Ä�13. (0.01 + 0.02 + 0.02) (i) Íàéäèòå âñå ïåð-
âîîáðàçíûå êîðíè â Z2 è Z4.
(ii) Ïîêàæèòå, ÷òî Z∗2k

∼= Z2×Z2k−2 äëÿ k > 2, è ïîýòîìó
ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà â ãðóïïå Z∗2k , k > 2 íå áîëü-
øå 1

2ϕ(2k) (ïîýòîìó â êîëüöàõ Z8,Z16, . . . ïåðâîîáðàçíûõ
êîðíåé íåò).
(iii) Ïóñòü íå÷åòíûé ìîäóëü n èìååò äâà èëè áîëåå ðàç-
ëè÷íûõ ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëÿ, ò.å. n = n1n2, ïðè÷åì n
� íå÷åòíîå è ÍÎÄ(n1, n2) = 1. Ïîêàæèòå, èñïîëüçóÿ çà-
äà÷ó � 30, ÷òî â Zn ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé íåò. Àíà-
ëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé íåò ïî
÷åòíîìó ìîäóëþ 2kn, ãäå íå÷åòíîå ÷èñëî n èìååò íå ìå-
íåå äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2 îñòàëîñü
óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî
ìîäóëÿì pk è 2pk k > 1, p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî.

Êóðñîâàÿ êîíòðîëüíàÿ ïî ìàòåðèàëàì ïåðâîé
ïîëîâèíû êóðñà â ïîíåäåëüíèê 20.03 13:55�17:05
â Àêò. çàëå è Á.õèì.


